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AVERTISSEMENT. 


Cet ouvrage est surtout destiné aux jeunes gens qui 

se préparent aux Écoles du Gouvernement. Les quatre 

premiers livres renferment les matières exigées pour 

l’admission à l’École Navale et à l’École Militaire de 
« 

Saint-Cyr. Les candidats à l’École Polytechnique au- 
ront, en outre, à étudier une partie du cinquième 
livre, qui traite de la Trigonométrie sphérique, et une 
partie du sixième , qui renferme des développements 
sur la théorie si importante des fonctions circulaires. 

Quelques passages, doni l’étude n’est pas indispensable, ont été 
imprimés en petits caractères. 
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LIVRE PREMIER. 

ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS CIRCILAIRES. 

DÉFINITIONS ET NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

Dcft fonctions. — Sur la mesure des longueurs. —■ Des arcs de cercle. — 
Du sinus. — De la tangente. De* la sùcanfc. — Du cosinus, de la 
cotangcnle et de la cosécante. — Réduction des area au premier qua 
drnnt. — Expressions des arcs qui correspondent à une ligne irigono- 
métrique donnée. — Des fonctions circulaires inverses. — Relations entre 
les lignes trigoiiométriques d^m même arc. 


Des fonctions^ 

1 . Lorsque deux grandeurs variables sont telles , qu’à 
chaque valeur de l’une correspond une valeur déterminée 
de l’autre, on dit que ces grandeurs sont fonction l’une 
de l’autre. Par exemple, dans un cercle, la'‘circonférence 
et la surface sont fonctions du rayon 5 et réciproquement, 
le rayon est fonction de la circonférence ou de la surface. 

La Trigonométrie est fondée sur la théorie de certaines 
fonctions qui naissent de la considération du cercle, et que 
l’on nomme, pour cette raison ^Jonctions circulaires. Nous 
commencerons par exposer les éléments de cette théorie. 

Sur la mesure des longueurs. 

2. Soit O [fig- t) un point fixe d’une ligne x' x droite 

I 

I 
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OU courbe, et supposons qu’à partir de ce point O, on 
prenne sur x'x diverses longueurs OA, OA', OA", etc.; 
ces longueurs, «ftant rapportées à une même unité, seront 
représentées par des nombres , et nous conviendrons d’af- 
fecter ces nombres du 'tpgne ou du signe — , suivant que 
les longueurs dont i\^ expriment la mesure sont portées 
dans un sens ou dans’TfRUtrc. En d’autres termes, les lon- 
gueurs portées dans jjtix sens (celui qu’on voudra) seront 
représentées par desjnàivhrvs.positiJ's, et les autres par des 
nombres négatifs, (^yelqucfois , afin d’abréger le langage, 
nous emploierons ^lénomination de longueurs positives et 
négatives, pour dé^nei^'les longueurs représentées par des 
nombres positifs etsnég^J.ifs.'' 

Si, par exempltf^op Convient que dans la jig. i le sens 
des longueurs positives soit relui de Ox indiqué par la 
flèche, et que le^'points ,'\ , A', soient respectivement 
situés à 7 , 9 , 6 mètres du point O, si en outre on prend le 
mètre pour unité linéaire, les longueurs OA, OA', OA" 
seront respectivement représentées par + 7î-t-9> — 6- 
Supposons que a soit le nombre positif ou négatif qui re- 
présente ainsi une longueur comptée sur x'x à partir du 
point O, le nombre d’unités renfermées dans cette lon- 
gueur sera -f-« ou — o, suivant que a sera un nombre 
positif ou un nqrti^- négalil. 

3. Plii.s géïîéralenient , si I on imagine un point mobile 
pari^nr'oe O, et ,se mouvant tantôt dans un sens, tantôt 
dans l’autre, les diverses parties de ,x'x décrites par le 
point mobile seront regardées comme positives ou néga- 
tives, suivant qu'elles auront été décrites par un mouve- 
ment dans le sens Ox, ou dans le sens opposé Ox'; si 
l’on désigne par «, A, c, etc., les nombres positifs ou 
négatifs qui mesurent les longueurs décrites successivement 
par le mobile, et par x le nombre qui représente la distance 
de O au point où le mobile a cessé de se mouvoir, on aura. 
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dans tous les cas , 

X— a-\-b + c + d+ .... 

Pour exprimer le même résultat , il eût fallu plusieurs for- 
mules sans la conventiou que nous avons faite. Aussi cet 
exemple peut-il déjà donner une idée de l’importance de 
cette convention. 

4. Soit x'x {Jig- 2 ) une droite située dans un plan quel- 
conque; lorsque nous aurons à considérer les distances à 
celte droite, des différents points M, M', M", etc., du 
plan, nous regarderons comme positives les perpendicu- 
laires situées d’un côté quelconque de x'x, et comme néga- 
tives celles qui seront situées de l’autre côté ; en d'autres 
termes, les premières seront représentées par des nombres 
positifs, les autres par des nombres négatifs. 

Des arcs de cercle. 

i 

5 . Soit O {fig. 3) un cercle dont le rayon est pris pour 
unité [■*'], en sorte que la circonférence est égale à atr, et 

le quadrant (quart de circonférence) à Soit A un point 

fixe de la circonférence, et M un point mobile partant 
de A et se mouvant dans le sens de AB , indiqué par la 
flèche, que nous adopterons pour les arcs positifs; l’arc 
AM est nul à l’origine du mouvemçpt , il augmente ensuite, 
et sa valeur est air quand le point mobile est revenu au 
point de départ. Mais on peut imaginer que le mouvement 
se continue autant que l’on voudra , en sorte que le point 
mobile peut décrire un arc composé d’une ou de plusieurs 
circonférences. Et si le mouvement du point M a lieu dans 
le sens contraire à celui que nous avons supposé, l’arc 


[*] 11 eii H«ra toujours ainsi dans ce qui va suivre. 


t 
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décrit est négatif, mais sa vale.ui' absolue prend tous les 
états de grandeur à partir de zéro. 

En résumé, l’arc de cercle, c’est-à-dire le nombre qui 
le mesure, est susceptible de recevoir toutes les valeurs 
entre — oc et oo . 

6. L'extrémité fixe A de l'arc variable AM sera souvent 
désignée dans la suite sous le nom A'origine /le l’arc. 

Si a désigne le plus petit des arcs positifs qui ont une 
même extrémité M, tous les arcs x qui ont cette même 
extrémité sont donnés par la formule 

r = 2 ^ 77 -)- X , 

où k leprésentc un entii-r indéterminé positif, nul ou né- 
gatif. En elfet, .soit .r iiti arc ayant son extrémité en 
M {fig. 3); pour décrire cet arc, on ira d’abord de A en 
iM en suivant le chemin a, et c()mmc il faut rester en ce 
point, on ne peut avoir à ajoiiteli- qu'un nombre entier de 
eirconférences. Si l'arc x est négatif, pour le décrire on 
ira d’abord de .A en .M , en suivant le chemin — ( 27 : — a) 
ou — aTT-l-a, et devant rester en ce point M, on ne 
peut avoir à ajouter qu’un non] brè entier négatif de cir- 
conférences. .Ainsi , dans tous les cas, l’arc x est égala a, 
plus un nombre entier positif, nul ou négatif de circon- 
férences. 

7. ^4rcs conipit'inicii/aires. f — Deux arcs positifs tous 
deux, ou run po.siiif et l’autiq négatif, sont dits coinplé- 
mentaires ou rniuplriiients 1’ ,in de l’autre, lorsque leur 

somme est égale à un quadrant , c’est-à-dire à -• 

2 

Soit A {fig. 3) l’origine des arcs; menons les diamètres 
A .A' et RH' perpendiculaires e itre eux, et supposons que 
le .sens des arcs positifs soit celui de AR indiqué par la 
flèche; je dis que si l’on eonsi dère le [)oint R comme une 
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nouvelle origine d’arcs, et (juc le sens des nouveaux arcs 
^lositii's soit celui de HA , deux arcs complémentaires ayant 
respectivement A et H pour origines, auront la même 
extrémité M. 

En ellet, soit x un arc positif ou n<-galif ayant A pour 

origine et M pour extrémité, le complément est ^ — x; et 

comme B est, par hypothèse, l’origine de ce complément , 

pour décrire l’aix- ^ — x on ira d’abord de lî en A, et à 

partir du point A il restera à décrire l’arc — ,r, le sens 
des arcs positifs étant celui de HA, ou à décrire l’arc x, 
en supposant que le sens des arcs positifs soit celui de AH. 
Or, de cette manière, on revient évidemment au point M. 
La proposition énoncée est donc démontrée. 

8. Arcs supplémentaires. — l^cux arcs positifs tous 
deux, ou l’un positif et l’autre négatif, sont dits sup- 
plénieiitaires ou suppléments l’uu de l’autre, lorstjuc leur 
somme est égale à une demi-circonférence, c’est-à-dire à tr. 

• Ihi sinus. 

9. A étant l’origine des arcs {Jif^. 3), et AH le sens des 
arcs positifs, menons les diamètres perpendiculaires AA' 
et BB'. Soit X le nombre positif, nul ou négatif qui mesure 
l’arc variable dont l’extrémité M peut prendre sur la cir- 
conférence toutes les positions possibles, et abaissons Ml’ 
perpendieulaire sur AA', (kmforinément au principe dti 
n”4', nous conviendrons de regardei la perpendiculaire 
MP comme positive ou négative, suivant que le point M 
sera sur la demi-circonférence ABA' ou sur la demi-circon- 
férence A'B'A , et nous appellerons sinus de l’arc x h' 
nombre positif ou négatif qui mesure cette perpendiculaire. 
D’après cela, le sinus des arcs qui ont leur extrémité en M 
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est + MP; le sinus de ceux qui ont leur extrémité en M" 
est — M"P'. On peut ainsi formuler la déiinition suivante: 
Le sinus d’un arc est le nombre positif ou négatif qui 
mesure la perpendiculaire abaissée de l’extrémité de cet 
arc sur le diamètre qui passe par l'origine. 

Si y désigne le sinus de l’arc variable x, nous écrirons 

y ~ sin X, 

y est une fonction de x; c’est la première des fonctions 
circulaires dont il a été question au 11“ 1 . 

10 . iriation du sinus. — Nous allons examiner de 
tpielle manière varie cette fonction sinx, quand on fait 
varier l’arc x. 

Si X croît de O à sinx croit de o à i en passant évi- 
demment par toutes les valeurs intermediaires; x croissant 
de ^ à TT, sinx décroît de i à o en passant encore par toutes 
les valeurs intermédiaires : on voit que de o à x, sin.x\atteint 
sa valeur maxima pour x = -• Si x croît de t: à — — » sinx 

est négatif, et continue de décroître de o à — i ; enfin x 
3 TT 

croisébnt de — à 2 7. , sinx est toujours négatif et croît de 

— i à o. Si l’on fait croître x de 2 7: à 4 , ou de 4 à 6 tt, 
ou, etc., sin x reprend périodiquement les mêmes valeurs 
et dans le même ordre. Quand x décroît de o à — 00 , 
sinx prend, au signe près, les mêmes valeurs que quand x 
croît de o à 4- 00 ; en d’autres termes, on a , quel que soit x, 

(i) sin( — x) =1 — sinx, 

car les extrémités de deux arcs x et — x, égaux et de signes 
contraires, sont à égale distance du diamètre AA', l’une 
d’uu côté , l’autre de l’autre. -v 

; 
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Fjii résumé , on a 

. w Stt 

sino = o, sin— = 4-1, sin7r = o, sin — = — i, sin2ir = o, 

9 . 2 

sin( — x) = — sinx. 0 

sin (2 X-TT 4- x) = sin x. 

La dernière de ces relations , où A désigne un entier quel- 
conque positif, nul ou négatif, exprime une propriété re- 
marquable de la fonction sin a:. Elle consiste en ce que 
sinx ne change pas quand x augmente ou diminue de atr; 
on exprime cette propriété en disant que sin x est une 
fonction périodique de x, dont la période est égale à 2 TT. 

1 1 . Soit X un arc quelconque positif ou négatif. Les deux 
arcs X et .r -f- TT sont évidemment terminés aux extrémités 
d’un même diamètre ; par conséquent leurs sinus sont égaux 
et de signes contraires : on a donc 

( 2 ) ^nfw4-x)= — sinx. 

Ainsi la fonction sinx ne fait (jue changer de signe , quand 
on augmente la variable x de la demi-période T. La rela- 
tion précédente ayant lieu quel que soit x, on peut changer 
X en — X, et il vient alors 

sin(ïr — x) = — sin( — x), 

ou, d’après la formule (i), 

(3) sin(ir — x) = sinx. 

Ainsi, deux arcs supplémentaires ont des sinus égaux. 

Puisque le sinus d’un arc ne change pas quand on ajoute 
à cet arc un multiple ikr. de 2 7 t, on déduit, des for- 
mules ( 2 ) et (3), 

sin [(2 / 4-l)ir 4- x] = — sin ,r, 
sin [(2 X -t - 1 ) TT — x] = sin x, 

qui ont lieu quel que soit x 
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12. De (quelques arcs dont le sinus se calcule facile- 
ment. — Considérons un arc moindre qu’une demi -cir- 
conférence, AM par exemple {fig. .1); son sinus est positif 
^et égala MP. Or, si l’on prolonge MP jusqu’à sa rencontre 
en M" avec la circonférence, la corde MM" sera double du 
sinus MP, et l’arc sous-tendu par cette corde sera aussi 
double de l’arc AM. On peut donc dire que 

Le sinus d'un arc moindre qu'une demi-circonférence 
est égal h la moitié de la corde qui sous-icnd l’arc 
double. 

En particulier, le côté du polygone régulier de n côtés 
inscrit dans le cercle de rayon i est égal au double de 


. TS 

sin-- 

n 


Le côté du carré inscrit dans le cercle de rayon 
égal à y'a, on a , d’après ce qui pr é^d e , 


étant 


. TT V2 

sin T = — ' 
4 2 


le côté de l’hexagone régulier étant i , on a 


pareillement, le côté du triangle équilatéral inscrit étant 
on a aussi 


jr y^3 

sin - = — 
3 ■?. 


On peut encore obtenir sin — ; car le côté z du déca- 
gone régulier inscrit dans le cercle du rayon i est, comme on 
sait, le plus grand segment de l’unité partagée en moyenne 
et extrême raison : on a 

I X (i — z) 

ou 


) 
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De cette équation on tire 


V^ 5 , 

1 on a donc 


y 



— I s/5 

4 


De la tangente. 


13. Soient toujours A l’origine des arcs [jtg- 3), et AH le 
sens des arcs positifs. Désignons aussi, comme précédem- 
ment, par X l’arc variable dont l’extrémité IM se meut sur la 
circonférence ; menons par le point A la tangente et soit 
AT la portion de cette tangente comprise entre l’origine de 
l’arc X, et le diamètre OIM qui passe par son extrémité. 
Conformément au principe du n" 2 , nous regarderons les 
longueurs AT comme positives ou négatives , suivant 
qu’elles seront portées dans le sens S.y ou dans le sens op- 
posé Ay', et nous appellerons tangente de l’arc x, le 
bre positif ou négatif qui mesure la longueur AT.-fî'/pres 
cela , -I- AT est la tangente des arcs qui ont leur extréfiiité 
en M ou en M", et — A'F' est celle des arcs qui ont leur 
extrémité en M'ouen M'"; nous pouvons ainsi énoncer la 
définition suivante : t 

La tangente d’un arc est le nombre positif ou néi^tif 
qui mesure la portion de tangente menée par l’origine 
de l’arc, et terminée au diamètre qui passe par l’ex- 
trémité. 

Si ^désigne la tangente de l’arc x, nous écrirons 
X = tang .V ; 

tangx est la deuxième des fonctions circulaires mention- Nv 
nées au n“ 1 . 


V ririation de la tangente. — Nous allons examiner 
de quelle manière varie la fonction tang.x, quand x varie 
de — oc à ■ -t- oc . 


A 

'J 


S 
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Si X croît de o à -, taiigx croit à partir de o, et peut de- 


venir plus grande que tout nombre donné ; si x croît de 
- a t:, tang ,r est négative , et croit de — oo a o ; x croissant 

de TT à tangx redevient positive, et croit de o à -l-oo ; 


eniin si x croît de ^ à atr, tang x est négative , et croît de 

— 00 à o. Si l’on fait croître x de 2 r à 47 T ou de 4 ^^ à ô’tt, 
ou, etc., tangx reprend périodiquement les mêmes va- 
leurs et dans le même ordre. Si x varie de o à — 00 , 
tang X prend, au signe près , les mêmes valeurs que quand 
X varie de o à -(-*>; en d’autres termes, on a, quel que 
soitx, 


(0 


tang ( — x) = — tangx, 


càr les extrémités de deux arcs x et — x , égaux et de signes 
contraires, sont à égale "distance du diamètre AA', et d’un 
même côté de BB'; les tangentes des deux arcs sont donc 
égales et de signes contraires. 

En résumé, on a, en désignant par £ un arc positif va- 
riable qui décroit jusqu’à zéro , 
t 


tango = 0, tanglim 
tang>r = o, tanglim 



-f- 00 , tang lim 
= -f- 00 , tang lira 



=-00, 


= — CO , 


tang 2 TT = o , 
tang ( — X ) = — tang x , 
tang (2/ r -H x) = tangx. 


Dans la dernière de ces relations , k désigne un entier quel- 
conque. 

15 . Soit X un arc quelconque positif ou négatif; les deux 
arcs X et x -t- r. sont terminés aux extrémités d’un même 
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diamètre, par conséquent leurs tangentes sont égales, et 
l’on a 

(2) tang ( TT x) = tang x. 

On voit que la fonction tang x ne change pas , quand on 
augmente l’arc de tt; cette fonction est donc périodique et 
a la période tt. 

En changeant x en — x, dans la relation précédente. 


on a 


tang (ff — x) = tang(— x), 


ou, d’après la formule (1) , 

( 3 ) tang (jr — x) = — tang x ; 

d’où l’on conclut que deux arcs supplémentaires ont leurs 

tangentes égales et de signes contraires . 

Comme la tangente d’un arc ne change pas quand on 
ajoute 7: à cet arc, ou déduit, des formules précédentes, 
tang ( X-5T + x) = tang X, 
tang ( X- — x) = — tang x, 

en désignant par k un entier positif, nul ou négatif. ^ 

16 . De quelques arcs dont la tangente se calctde faci- 
lement. — On voit aisément que le côté du polygone régu- 
lier de n côtés , circonscrit au cercle de rayon i, a pour 

valeur 2 tang-- On peut, par la géométrie, trouver le côté 
du carré, de l’hexagone et du triangle équilatéral circon- 

TT TT 

scrits, et par conséquent les valeurs de tang tang g et 

. . . 

tang ^ ; on trouve ainsi : 

n 

tang 7=1, 

1 ^ 

' tang^ = \/3, 

-i = 73 ' 
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De. la sécante. 

il. Soient toujours A l'origine des arcs {/ig. 3), et Alî le 
sens des ares positifs; désignons aussi, comme précédem- 
ment, par X l’arc variable dont A'cst l’origine, et menons, 
par son extrémité M, la tangente MK , qui rencontre en K 
le diamètre AA', (ionformément-au principe du n" 2, nous 
regarderons les longueurs OK comme positives ou néga- 
tives, Suivant qu’elles seront dirigées dans le sens de ÜA 
ou dans le sens opposé , et nous appellerons sécante de 
l’arc X, le nombre positif ou négatif qui mesure la lon- 
gueur OK. D'après cela, sur la Jig. 3, les arcs qui ont 
leur extrémité en M ou en M'" ont pour sécante -l-OK, 
et ceux <jui ont leur extrémité en M' ou en M'' ont pour 
sécante — OK'. Ainsi , généralement, 

La sécante d'un arc est le nombre po.sitif ou négatif 
qui mesure la portion du diamètre mené par l'origine, 
comprise entre le centre et la tangente a rexlrémité de 
l’arc. 

Si y désigne la sécante de l’arc x, nous écrirons 
y = sec X ; 

sée X est la troisième des fonctions circulaires mentionnées 
au n" i . 

18. Variation de la sécante. — Nous allons examiner 
de quelle manière varie la fonction séc x, quand x varie 
de — CO à -I- 00 . 

Si X croit de O à séc x croît à partir de i, et peut sur- 
passer tout nombre donné; ,r croissant de ^ sée x est 

. • . J , . , . 3r 

négative et croit de — oc a — i ; x croissant de t: a 

séc X e.st toujours négative et dérroît de — là — oc ; enfin. 
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X croissant de ^ à 7t , séc x est positive et décroît de -+- oo 


à -(- I . Si I on fait croître x de 2t: à ou de 4 ^^ à 67:, 
ou, etc., séc X reprend périodiquement les mêmes valeurs 
et dans le même ordre. Si x décroît de o .4 — 00 , séc x 
prend exactement les mêmes valeurs que quand x croît 
de O à -H ce ; en d’autres termes , on a , quel que soit x , 


(■) 


séc ( — x) = séc X, 


car deux arcs a: et — x, égaux et de signes contraires, ont 
leurs extrémités à égale distance du diamètre AA\ et situées 
d’un même côté par rapport à BB'; les tangentes au cercle 
menées par ces extrémités viennent se couper sur AA', et, 
par conséquent, les deux arcs ont même sécante. 

En résumé , on a , en désignant par e un arc positif va- 
riable qui décroît jusqu’à zéro. 



séc 2ir = -h I , 
séc ( — xj =. sécx, 
.séc ( 2 X TT -t- X ) = séc X. 


La deruière de ces relations, où k désigne un entier quel- 
conque positif ou négatif, exprime que la fonction sécx 
est périodique et a la période 27 :. 

19. Soit X un arc positif ou négatif, les deux arcs x et 
-+- TT sont terminés aux extrémités d’un même diamètre, 
les tangentes au cercle menées par ces extrémités sont deux 
parallèles également éloignées du centre, elles vont donc 
rencontrer le diamètre AA' en deux points situés de part 
et d autre du centre, à des distances égales, et, par con- 
séquent, les sécantes des deux arcs sont égales et de signes 
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contraires. On a donc 

(2) séc(ir + .c) = — sécx, 

ce qui montre que la fonction séc x ne fait que changer 
de signe, quand on augmente la variable x de la demi-pé- 
riode TT. 

Si , dans la relation ( 2 ) , on change x en — x , il vient 
séc (tt — x)= — séc ( — x), 
ou, d’après la formule (1) , 

( 3 ) séc( 7 T — x) = — sécx, 

d’où l’on conclut que deux arcs supplémentaires ont leurs 
sécantes égales et de signes contraires. 

Comme la sécante d’un arc 11e change pas , quand on aug- 
mente ou qu’on diminue l’arc d’un multiple de 27:, on 
déduit, des foimules {2) et ( 3 ), 

séc [ (2 /■ -t- I ) TT dz .r ] = — séc x , 
où h désigne un entier quelconque. 

Du cosinus , de la cotangente et de la cosécante. 

20 . On nomme cosinus, cotangente et cosécante d’un 
arc, le sinus, la tangente et la sécante de l’arc complémen- 
taire. 

Soient toujours A l’origine des arcs [Jig. 3 ) , AB le sens 
des arcs positifs, ctx un arc quelconque ayant M pour ex- 
trémité. Pour avoir le cosinus, la cotangente et la cosécante 
de l’arc x , il faut prendre le sinus , la tangente et la sécante 

de l’arc ^ — x, dont l’origine est en B (n” 7 ) , et l’extrémité 

en M, le sens des arcs positifs comptés à partir du point B 
étant celui de BA. Donc, si, du point M , on abaisse une per- 
pendiculaire MQ sur BB' et une autre MP sur AA', à cause 
de OP= MQ, cos X sera égal à -|- OP ou à — OP, suivant 
quele point P sera sur OA ou sur son prolongement OA'. De 
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même si , par le point K , on mène la tangente zz\ et par le 
point O le rayon OM qui coupe zz' en S , cot x sera égale 
à + BS ou à — BS , suivant que le point S sera du même 
côté que l’origine A par rapport à BB', ou du côté opposé. 
Enfin si H désigne le point où la tangente au cercle en M 
rencontre le diamètre BB', coséc x sera égale à + OH on 
à — OH, suivant que le point H sera situé sur OB ou 
sur OB'. 


21. Variations du cosinus, de la cotangente et de la 
cosécante. — On voit par la figure , ou l’on déduit immé- 
diatement des équations 



1 cos X = sin 1 

f'ir \ 

X , 

^2 / 

(■) ■ 

\ cot X = tang 1 



I coséc X = SCC 1 


que 




X croissant de o à - ? cos x décroît de i à o, cot x de 
2 

H- 00 à o , et coséc x de -I- oo à -f- i : 

X croissant de ^ à tt, cos x et cot x sont négatifs, mais 
2 

coséc X reste positive ; cos x décroît de o à — i , cot x de o 
à — 00 , et coséc x croît de -f- i à + oc ; 

Stt 

— X croissant de ir à — cos x continue d’être négatif, 
2 

mais cot x devient positive et coséc x négative 5 cos x croit 
de — I à o j cot X décroît de 00 à o , et coséc x croit de 
— 00 à — I : . 

X croissant de à ait, cos x devient positif, cot x et 

coséc .T négatives ; cos x croit de o à i , cot x décroît de 
o à — 00 , et coséc ,r de — i à — 00 ; 

X croissant de 27: à ou do 4 tt h 67 t,'ou, etc., cos x, 
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«•ol J.' Dl «'oséf X reprennent périodiquement les mêmes va- 
leurs et dans le même ordre : et , enlin , que si .r varie de o 
à — oc , cos X prend les mêmes valeurs que quand x varie 
de O à 00 , cot x et coséc ,r prennent aussi les mêmes 
valeurs , mais changées de signes ; en d’autres termes , on a , 
quel que soitx, 

cos ( j:) = COS X, 

cot ( — -r ) = — cot X , 
coséc ( — x) = — coséc x. 


En résumé, on a, en désignant par s un arc positif va- 
riable qui décroît jusqu’à zéro, 

TT 3ir 

cos 0 = 1, cos - = O , cos ir = — I , CÜS — = o, cos 2 ir = o ; 
a 2 

77 

I cot lim t = -I- 00 , cot- = o, cotlim(ir — {)= — oo , 

3 ?*■ 

cot lim (îT-t- <) = -(- 00 , cot — ^ = o, cotlim(27T — «)= — 00 ; 


I coséc lim e = -f- 00 , coséc ^ i , cost'c lim (tt — j) = -t- oo , 

3 TT 

[ coséc lim (r -!-«)= — «O, rosée '— = — i, coséclini(2ff — t)= — oo ; 


et 

cos ( 2 A r -h x) =r cos x , 
cot (2 Air -;-x)= cotx, 
coséc ( 2 A TT -t- x) = coséc x. '• - 

('es dernières étjuations, où k désigne un entier quelconque, 
expriment que cos x, <^ot x et coséc x sont des fonctions 
périodiques ayant la période 27:. 

' 22 . On déduit aussi des équations (i) , et de celles trou- 
vées aux ii“* 11, IS et 19, que l’on a, quel que soit x, 

i C0s('7r-|-x)= — cosx, 
cot ( TT -(- X ) = cot X , 
cosec (s -|- x) = — coséc X ; 


Digilized by Google 


LIVRE PREMIER. 


>7 

d’où il suit que cos x. et coséc x changent de signe quand x 
augmente de la demi-période ff, tandis que cot x ne change 
pas. Il en résulte que la fonction cot a? a la période t:. 

En changeant x en — x dans les formules précédentes , il 
vient 

( cos(r- — x) = — cos( — — cosj:, ,r 

cot(ir — x)=:cot( — ».r) = — cotXj ^ 

coséc ( TT — X ) = — coséc (— x) = coséc x ; 

ce qui fait voir que deux arcs supplémentaires ont leurs 
cosécantes égales^ leurs cosinus égaux au signe près, 
ainsi que leurs cotangentes. 

On déduit facilement, des formules précédentes, 

cot ( X- rrlt X ) = dz cot X, 
cos[(2 -l-i) ir dzx] = — cosx, 
coséc [{2X-t-i)itzizx]=;p coséc x, 

où k désigne un entier quelconque positif, nul ou né- 
gatif. 

Réduction des arcs au premier quadrant. 

23. Les six fonctions circulaires dont nous venons de 
commencer l’étude sont souvent désignées sous le nom de 
lignes trigonométriques, à cause de leur usage dans la tri- 
gonométrie proprement dite. 

Il est très-important de remarquer que chacune des lignes 
trigonométriques d’un arc x prend toutes les valeurs qu’elle 
est susceptible d’acquérir dans la variation indéfinie de x, 
lorsqu’on ne fait varier x que dans un intervalle de deux 

quadrants. Ainsi, quand x varie de — -à le sinus, 

la tangente, la colangente et la cosécante prennent toutes 
les valeurs dont ces lignes trigonométriques sont suscep- 
tibles. Et si X varie de o à tt, le cosinus, la tangente, la 

2 


Digitized by Coogl 


THA.ITÉ DE TRlGOROMÉTniE. 




■ 8 

coUngente cl la sécante prennent aussi toutes les valeurs 
dont elles sont susceptibles. Enfin , si l’on n'a égard qu'aux 
valeurs absolues, les six lignes trigonomélriques prennent 

toutes leurs valeurs quand l’arc varie de o à - ? ou de - à 7r , 


ou, etc. 

On a souvent besoin, -étant donné un arcx, de trou- 
ver l’arc compris entre o et qui , abstraction faite des 

signes , a les mêmes lignes trigonomélriques que x. Cette 
opération se nomme réduction d’un arc au premier qua- 
drant. Pour effectuer cette réduction, on retranchera de x 
le plus grand multiple positif ou négatif de la circonfé- 
rence, qu’il peut contenir, de manière que le reste positif 
ou négatif ± a soit en valeur absolue moindre que r: ; on 
aura 


X = 2 i it ziz a, 


et l’arc a a, en faisant abstraction des signes, les mêmes 
lignes trigonomélriques que x . Si a est ^ > le problème 
est résolu, sinon on prendra son supplément it — a, et ce 
supplément, moindre que a, au signe près, les mêmes 
lignes trigonomélriques que x. 


Expressions des arcs qui correspondent à une Hgne^ 
tri^onométrique donnée. 

21. Il résulte des développements qui précèdent, qu’à 
chaque valeur de l’arc de — oo à -f- oo correspond une 
valeur unique bien déterminée pour chacune de ses lignes 
trigonoraétriques , tandis qu’à une même valeur donnée de 
l’une des lignes trigonomélriques correspondent une inli- 
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U lié de valeurs de rare; nous allons résoiidn' la question 
suivante : 

Connaissant l'un (les arcs qui corresjiündcnt à une 
ligne trigonoinétriquc donnée, déterminer tous les autres. 

25. Expression des arcs qui ont un sinus donné A. 

A étant l’origine des arcs {fig. , menons les diamètres 
AA' et Hl{' perpendiculaires entre eux. Supposons d’abord 
le nombre donné A positif; prenons sur OB une longueur 
OQ = A, et menons par le point Q, MM' parallèle à 
,\A', les arcs ayant A pour sinus ont nécessairement leur 
extrémité en Mou eu M'. Désignons par « l’arc AM qui 

est compris entre o et tous les arcs qui ont cette meme 

extrémité sont compris dans la formule aAn-i-a, où A 
est un nombre entier (n® 7). Rn outre, comme l'arc AMM' 

compris entre ^ et tt est égal à — a, tous les arcs qui 

ont leur extrémité en M' sont compris dans la formule 
a Att -t- (r — a) ou (2 A -f-i) tt — a. Il résulte de là que 

Toutes les valeurs de x pour lesquelles on a siii x = \ , 
sont comprises dans l’une ou l’autre des deux formules 

X ■= 2. k-n + X, .c = (2 / H- I ) JT — %, 

OÙ A désigne un nombre entier indéterminé positif, nul 
ou négatif, et et le plus petit arc positif qui a A pour 
sinus. 

On arrive à la même conclusion si A est' négatif. Dans 
ce cas, en elfet, on prendra sur OB' une longueur OQ' = — A , 
et on mènera, par le point Q', M"M'" parallèle à OA. En 

3 JT 

désignant para l’arc AMM'.M" compris entre tt et 011 

voit que l'arc AMM'M"M"' compris entre — et 2 7t, est 

2. 
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égal à t: — a ; cloiu' les ari'S terminés en IM" et en M'" sont 
respcetivemenl compris dans les l'ormules 

aX-TT-ha, — a ou ( 2 /-+-l) 7 r — a, 

comme dans le cas de A positif. 

On lire de là une conséquence importante. Si x ei a 
sont deux arcs ayant même sinus A, et que ces deux ar<-s 
soient compris dans la même formule, on a 

ij:=2X'7r-+-«, la;={2X+l)rr — «, 

I « =: 2 / ' -H a , I " — X'-t- 1 ) ir — “ > 

et l’on voit que la dillërcnce J — a est égale à un nombre 
entier de circonférences. Si au contraire x et a appar- 
ticntienl à des formubîs différentes, on a 

( ,r = 2 / TT -t- a, ( X = (2 X -f l) 5 T — a, 

( rt =: (2 X' + 1 ) TT — a , i « == 2 X'r a , 

et alors la somme x -+- a est égale à un nombre impair de 
demi-circonférences. En rapprot-liant ce résultat de ceux 
obtenus aux n"* 10 et 11, on peut énoncer la proposition 
suivante ; 

Pour que deux arcs aient te meme sinus il faut et d 
suffit, ou que leur somme soit égale à un nombre impair 
de demi-circonférences , ou que leur différence soit égale 
il un nombre pair de demi-circonférences . , 

Remarque. — On peut encore énoncer ce résultat <>n 
disant que l'équation 

sin a; = sin « , 

a une infinité de racines données par les formules 
a: — 2 Xtt rt, .r = (2 X -} i)ir — a, 
où k désigne un entier indéterminé. 


Digitized by Google 



« 


MVnË PIIP.MIKR. 21 

'ità. Expression des arcs qui ont un cosinus donné A. 
Soient x cl a deux arcs qui ont le cosinus donne; les 
compléments ^ — x et ^ — a ayant môme sinus, leur somme 

est égale à un nombre impair, ou leur dill'érence à un 
nombre pair de demi-circonférences; et, par conséquent, 

•r = 2 X- TT ± a. 

27. Expression des arcs qui ont une tangente donnée A . 

Ayant mené par le point A la tangente prenons sur 
S.JT une distance AT = A si A est positif, ou sur ky' une 
«listance AT' = — A si A est négatif, et menons le dia- 
mètre ÜT ou OT'; les points M et AF ou M' et M'", où ce 
diamètre coupe la circonférence, sont les extrémités des arcs 
qui ont A pour tangente. Kn désignant par a le plus petit 
arc positif terminé en M. ou en M', celui qui est terminé 
en l\F ou en M'" est n -(- a; donc 

Les arcs qui ont A pour tangente sont compris dans les 
formules 

9. X ir a, ( 2 X 4- i) TT H- a, 
dont l’enscndile équivaut à la formule unique 
• X TT 4- a , 

où k désigne, comme précédemment , un entier positif , nul 
ou négatif, et a le plus petit des arcs positifs qui ont A 
pour tangente. 

Si a: et rt désignent deux arcs ayant même tangente A, 
on a 

.r = XTr-t-a, a=:X'7r4-a; 

<!<' là et de ce qui a été dit au n" l‘> résulte cette proposi- 
tion : 

Pour que deux arcs aient même tangente, il faut et il 
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siijfil que ta dijjvrvuve de res ares soit iiu multiple de la 
deuti-cireonjcreti ce . 

Remarque. — (Jn jm.-uI dire aussi que réqualioii 
tailla: tango, 

où a désigne uti arc donné, a une infinité de racines, don- 
nées par la formule 

X — /i r. U 

dans laquelle A est un nombre entier indéterminé. 

28. /expression des arcs qui ont une coian^enle don- 
née A. 

Soient X et or deux ares qui ont la cotangente donnée ^ 

les complcmenls - — x et ^ — a ayant même tangente, 

leur dillérenee est égale à un nombre entier de demi-eir- 
eonférences ; et, par eonsét[uenl, 

•c = A iT -t- a. 

29. Expression des arcs qui ont une sécante donnée A. 
Prenons sur ÜA {fig- 3) une distance OK = A si A est 

positif, ou sur OA' une distance OK'= — A si A est né- 
gatif, et menons par le point K ou K' deux tangentes à la 
circonférence; les points de contact JM et M'" ou M' et M" 
sont les extrémités des arcs qui ont la sécante donnée A. 
En appelante le plus petit arc positif terminé en M ou en 
.Vr, celui qui est terminé en M'" ou en M" est 2 TT — or, 
d’où l’on déduit immédiatement que 

/,e.v arcs qui ont A potir sécante sont compris dans 
l’une des formules 

2/jr-t-a, 1 /> T — a, 

e'esi-n-dirc dans la formule 

?. / 7t ± a , 
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OÙ k désigne toujours un entier indéterminé et a le plus L 
petit arc positif ayant A pour sécante. 

On voit aussi que 

Pour que deux arcs aient même sécante , il faut et il 
suffit que leur somme _ ou leur différence soit un multiple 
de la circonférence. 


30. Expression des arcs qui ont une cosécante donnée A . 
Soient X et a deux arcs qui ont la cosécante donnée ; les 
compléments" — x et - — a ayant même sécante, leur 

somme ou leur dillércnce est un multiple de la demi-cir- 
eonférence; par conséquent 

x= 2 én-i-a, ou x- = ( 2 ^ -I- l) tt — a. 


Des fonctions circulaires inverses. 

31 . Si l’on pose 

/ = sinx- , ou ^ = tang x , ou y z=z sécx , ou, eic. , 
on a coutume d’écrire aussi 


,c z= arc siii/, ou x — arc tang y, ou x = arc séc/, ou, etc. 


c’est-à-dire , .r = l’arc dont le sinus est j)'; x = l’arc dont 
la tangente est y, etc. 

Et il est évident que l’on peut considérer x comme une 
fonction de sinx, ou de tangx, ou desécx, etc. Seu- 
lement celte fonction n’est pas complètement déterminée; 
arc sinj-, par exemple, admet une infinité de valeurs 

pour une même valeui'. de r; mais elle devient déter- 

« *' 

mînëc, si Ton spécifie que Tare x ne varie que de — - 


à 


n 

7 . 
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Les six fondions arc sinj^, arc cosj", eic., sont so\i vent 
employées dans les parties élevées des mathématiques. On 
leur a donné le nom de fonctions circulaires inverses. 


Relations entre les lignes trigonométriques d'un même arc. 

32. 11 existe entre les six lignes trigonométriques d’un 
même arc, cinq relations distinctes que nous allons établir. 

Soit A l’origine des arcs ( fig. 3), et désignons par x un 
arc positif ou négatif dont l’extrémilé M est située dans le 
premier quadrant AB : menons le rayon , et abaissons 
MP perpendiculaire sur OA et MQ sur OB ; enfin, menons 
par les points A, B et ;V1 les tangentes AT, BS et KH, on 
aura 

OM = 1 , 

sin X — MP , tanj; x = Aï , sec .r = ÜK , 
cosx = OP , rot = BS, cosér x = OH . 

. m * 

Cela posé , le triangle OMP donne . 

é 

V Ôp’ = Ô!si’; '■ 

les triangles rectangles MOK et MOH donnent aussi 

OK..OP = Om’, 

OH.OQ = Ôm’; 

enfin les triangles semblables TOA et MOP, BOS et MOQ 
donnent les proportions 

» OA ~ OP ’ 

* — Ül? 

OB ~ Ôq' 
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Ces cinq efgalités peuvent. s’écrire de la manière suivante ; 


(0 

sin’x H- cos^x = 1 , 

{’) 

sécx.cosx= I, 

• 

(3) 

coséc x.sinx =. j, 


sin X 

(4) 

tang X = J 

cosx 


cosx 

(5) 

COtXS*-: 


SID X 


Telles sontiKrolations que nous voulions obtenir ; on 


Lt 

peut en dédiiJSÇjusieurs autres qu)il importe de remar- 
quer. Ainsi, on tire des équations (i4) et (5), par la di- 
vision, • 

(6) — cot X = ; 

^ tang X 

• * 

les équations (i) et (d) donnent aussi 

il) 4 

I 


sec X = 9 

co$ X 




« 

# 


rosée .r : 


sitl X 


ce qui montre que cotx, sécx et cosécx sont • respective- 
ment les inverses de tangx , cos x et^i|i x, y 

Des équa'tions (4)^ f5) on déduit^ i • . 1" . . 

A sin’ X I " ' 

» I -+- tang’x = 1 H = J* 

, ros’x ros’x i- " 

\ ' 

' cos’x I , 

I -t- COt" X = I -t- -T-— = J , 

sin'x sin’x * • 

ou, à cause 4kcs relations (y) et ( 8 ), ^ 

( 9 ) sec’ X = 1 -t- tauj;’ x, ■* 

(tff) ■ roséc’x = 1 + cot’x. 
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Ces deux dernières peuvent se déduire immédiatement de 
la Jig. 3. Les triangles rectangles OTA et OSB donnent, 
en effet, 

ôt’ =ôk’= ôâ’+ât’, . 

= Ôh' = ÔB’ + BS’ , 

relations qui ne sont autres que ( 9 ) et ( 10 ). 

33. Pour établir les formules (i), ( 2 ), (3), (4) et (5), nous 
avons supposé l’extrémité de l’arc située dans le premier 
quadrant; mais il est aisé de voir que ces formules sont gé- 
nérales. En effet, quelle que soit la ponj^^de l’extrémité 
M sur la circonférence , il existe ( n° a3^R arc compris 

entre o et ^ , et qui , abstraction faite des ^i||nes , a les me- 
mes lignes trigonométriques que x ; d’oùSl sftit que si l’on 
n’a égard qu’aux valeurs absolues des ffgnes trigonomé- 
triques, les relations (i), ( 2 ), (3), ^4) (5) auront tou- 

jours lieu. La relation (i), qui ne contie^^ue les carrés 
de sin x et de cos x , sera donc vraie dans ttus les cas , et 
il suffis de constater que , quel que soit x^^s deux mem- 
bres de chacune des relations ( 2 ), (3), (4) et^) ont le môme 
signe. Or on a vu : ^ % 

i“. Que cosxetsécx sont tous deux positifs si l’extré- 
m'Iif de F^rc x est située dans le premier ou le quatrième 
quadrant, et. qu’ils .^nt négatifs 4 fins les deux autres cas ; 

2 ”* Que^ihx et cosécx sont positifs si l’extrémité de 
r arc g est s^éc dans le premier ou dans le ^uxième 
quadrant , et qu’ils sont négatifs dans les>deux autres cas; 

3“. Que taogx et cotx sont positives si l’extrémité de 
l’arc X est dans le premier ou dans le troisième quadrant , 
auquel cas sin .retcosx sont de même signe; ^ndis qu’elles 
sont négatives si l’extrémité de l’are x est dani^^ê second 
ou dans le quatrième quadrant, auquel cas sin x et cos x 
ont des signes contraires. ’• 



I.IVRt VRKMIEII. 


On conclut de là, et de la règle donnée en algèbre pour 
la inulliplieatioii des nombres positifs et négatifs , que les 
deux membres de chacune des relations ( 2 ), (3), (4), (5) 
sont toujours des nombres de même signe. Par conséquent 
<’es formules sont vraies quel que soit x. 

3t. Des relations (t), ( 2 ), (3), (4), (5), on peut tirer les 
valeurs de cinq quelconques des six lignes trigonométriques 
i;ii fonction de la sixième; on a, par exemple, 


cosj^ = ±Vi — sin’x, tangx = 


: \j\ — sin’x ' 


cot X 


±\/i — sin’j 
sin X 


cosec X — — 


Remarquons toutefois que lorsqu’on connaît une ligne 
li'igonométrique d'un arc x , les autres lignes ne sont pas 
toutes déterminées entièrement ; ainsi , quand on donne 
sinx, cosécxjest déterminée, mais on ne connaît que 
les valeurs absolues des quatre autres lignes. Cela résulte 
de ce que parmi les arcs dont le sinus est donné , il y en a 
dont les cosinus, tangente, cotangente et sécante sont posi- 
tifs , et d’autres pour lesquelles les mêmes lignes sont né- 
gatives. 

On a souvent besoin de coniiaitre sin x. et cos x quand on 
donne tangx; supposons que la valeur donnée de langx 

.ait la forme fractionnaire ’—i on aura 

n 


Sin X III 

sin’./' -I- ros’x = l, — — , 

^ COS X' // 

d'où l'on tire 


sin X — 

sjm 


//’ 
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dans ci’s deux formules , le radical v^/n’ + n* doit élrc pris 
avec le môme signe , mais ce signe est indéterminé. 

35. On peut démontrer qu’il ne saurait exister entre les 
lignes trigojiométriques de relations distinctes de celles que 
nous avons trouvées. Supposons, en effet, qu’il en existe une, 
et remplaçons-y cos a: , tangar, cotx, séc x et coséc x par 
leurs valeurs en fonction de sin x , déduites des relations 
(i), ( 2 ), (3), (4), (5), on aura une relation non identique à ^ 
laquelle devra satisfaire sinx: or cela est impossible, 
puisque sinx est un nombre arbitraire. 


« 
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LIVRE DEUXIÈME. 

nÉHEIITS DE U THEORIE DES FORCTIOIIS CIRCTUIRiS. 

PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES. 

Formules relatives h l’addition des arcs. — Formules importantes déduites 
de relies relatives à l’addition des arcs. — Applications des formules 
précédentes. — Formules relatives à la multiplication des arcs. — De la 
division des arcs. — Détermination des sinus et cosinus de certains arcs. 


Formules relatives à l’addition (les arcs. 

36. Sinus et cosinus. — Nous allons montrer comment 
on peut obtenir le sinus et le cosinus de la somme ou do 
la dillërence de deux arcs, quand on connaît les sinus cl 
cosinus de ces arcs. 

Soient a el h deux arcs positifs dont le premier n’est pas 

moindre que le second , et dont la somme ne surpasse pas -• 

Soit A ( fig- 4 ) l’origine des arcs , prenons AM = a, et 
\1N = ML = 6 ; on peut considérer l’arc b comme ayant 
M pour origine et N pour extrémité, et l’on a 

(J + 6 = AN , a — 6 = AL ; 

joignons NL qui est perpendiculaire en Q sur le rayon OM , 
abaissons NR, QI, MP et LS perpendiculaires sur OA , 
menons enfin QU et LR parallèles à OA , on aura 

sinfl=MP, cosn=OP, 
sin l> =. NQ , cos b = OQ , 

et , en remarquant que les triangles JNQH et LQK sont 
égaux comme ayant un côté égal, A'Q = QL, adjacent à 


Digitized by Google 



i'Jo TKAITÉ UE TRIGONOMÉTRIE. 

deux angles égaux chacun à chacun , on aura aussi 
sin (<H- Z») = NR = QI + NH , 
cos (rt + b) = OR = 01 — QH , 
sin(fl — é) = LS =QI— NH, 
cos {<» — 6) = OS = 01 -h QH. 


Cela posé , les iriangles semblables MPO et QIO donneiil 
les proportions 

_0Q 

MP ÔP “ OM ’ 


d’où l’on tire 


QI = 


01 = 


MP.OQ 

OM 

OP.OQ 

OM 


= sin a cas b , 
= cüSfl cos b. 


Les triangles MPOctNQH sont aussi scnihlables , car 
ils ont les côtés perpendiculaires chacun à chacun ; on a 
donc les proportions 


d’où l’on tire 


OP “ MP ~Ôm’ 


NH = 


QH = 


OP.NQ 

OM 

MP.NQ 

OM 


cos a sin b, 
sin a sin b. 


Connaissant ainsi les valeurs de QI , OI , NH et QU , on U 

(1) sin (a + 6) = sin a cos b -t- cos« sin b, 

( 2 ) cos {a -+■ b) — cos a cos b — sin a sin b, 

(3) sin (fl — b) = sin « cos b — cos a sin b, 

(4 ) cos (« — b) — cos a cos b -t- sin fl sin b. 

37. Ces Ibrmulcs (i), (a), (3), (4), n’ont été démontrées 
(|ue dans l'hypolhèsc où n et h sont deux arcs positifs dont 
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la somme n’est pas supérieure à on doit même supposer, 

dans les formules (3) et (4), que a n’est pas inférieur à è, 
restriction à laquelle ne sont pas soumises les formules (i) 
et (a) à cause de la symétrie. Nous allons prouver que ces 
quatre formules sont générales ; la démonstration sera com- 
posée de quatre parties. 

i“. Les formules (i) et (a) sont vraies pour toutes les 
valeurs de a et de b comprises entre o et . 

Cette proposition étant démontrée dans le cas de 
a i ^ î supposons a -f- é ^ > et soient a' et b' les 


compléments de a et de A; on aura a' H <C^-i par con- 
séquent, 

sin (a' -f- b') =: sina' cos b'-\- cosa'sin b', 
cos { a' -h b') = cos a' cos b ' — sin a' sin b'. 


En remplaçant a' et b' par leurs valeurs - — a et - — 6 > 

2 2 

se rappelant, en outre, que deux arcs supplémentaires ont 
des sinus égaux et des cosinus égaux et de signes con- 
traires, les formules précédentes deviennent 

sin (a H- 6) = sin a cos b -f- cos a sin 
cos (a -(- b) = cosa cosé — sin a sin 

ce sont précisément les formules (i) et ( 2 ). 

2 ". Si les formules (i) et ( 2 ) sont vraies pour deux arcs 
a et b, elles seront vraies encore , si l’on ajoute à l’un 

des arcs ou à tous deux le quadrant ou un multiple 

quelconque de -■ 

On a, par hypothèse, 

sin (a -t- i ) = sin a cos b -+■ cosa sin b, 
cos( a 6) = cosa cos b — sin a sin b. 
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Soit a' = a + et remplaçons a par a ' — il vient 

sin ^ ~ *^*** ^ — ”) **" 

cos ^ ~ — ï) ^ — **** (**' — ~) * ’ 

or, on a quel que soit x, 

sin ^ j ^ ^ = — cos x, 


cos 


(x-^)=cos(^-x)=sin 4 :; 


donc les formules précédentes deviennent 

cos{a'+ b ) = cos a' cos b — sin a' sin b, 
sin (a'-t- <>) = sin n' cos A 4- cos a' sin i, 


et l’on voit que ce sont précisément les formules (i) et (a) 

où l’on a mis a' ou a -f- - à la place de a. 

2 

Si donc les formules (i) et (2) sont vraies pour deux arcs 
a et i , elles le seront encore quand on aura ajouté à l’un 

de ces arcs psf suite, un multiple quelconque de 

il est évident qu’il en sera de même si l’on ajoute aussi 

au deuxième arc un multiple quelconque de ^ • 

On peut conclure delà que les formules (t) et (2) sont 
vraies pour toutes les valeurs positives de a et de b. 

Supposons, en ellét, que les arcs a et i contiennent res- 
pectivement le premier ai, le deuxième a quadrants, et 
fMisons 

TT V 

a — m ha', b = n 1- b'-. 

2 2 


a' et b' étant cliacun moindres qu’un quadrant, les for- 
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mules (i) et (a) seront vraies quand on aura remplacé a et i 
par a' et b' respectivement-, donc, d’après ce qui précède, 

elles le sont pour les valeurs de a 

et de h. 

3°. Les formules (i) et ( 2 ) sont vraies pour des valeurs 
(juclconques de a et deh , l’une positive, l’autre négative. 

Supposant a positif et b négatif, désignons par h un 
nombre entier positif tel , que 2 ht: soit plus grand que la 
valeur absolue de b\ a/îtr + b étant positif, on aura 

sin (a 2 /■ ir -(- è) = sina cos(2^tt •+• è)-t-cosa sin(2/-7r •+■ b), 

cos(<7 + 2 X îr + è) = cosn cos( 2 ^?r + b) — sina sin (2 è). 

Mais on a , quel que soit .r (n”' 10 et 21 ), 

sin (2 An -f- .r) = sin x, cos (2 X tt + ar) = cosx ; 
donc il vient 

sin (fl -(- 6) = sin a cos b + cos a sin b, 

cos (a + è) = cosa cos h — sin fl sin b. 

Ce sont les formules (i) et ( 2 ). 

4”. Les formules (i) et ( 2 ) sont vraies pour des va- 
leurs négatives quelconques de a et de b. 

Soient 

fl = — fl', b ~ — b'-, 

a' et b’ étant positifs , on aura 

sin («'-+- b' ) z= sin a' cos b' -h cos a' sin b', 
cos (fl'+ è' ) = cos fl' cos b' — sin fl' sin è'. 

En mettant — « et — b au lieu de a' et b', et se rappe- 
lant que 

sin( — æ) = — sinx, cos( — x) = cosæ:, 

il vient 

sin (a -4- b) z= sin n cos h -f- cos fl sin b, 
cos (fl -f- 6) = cos fl cos b — sin a sin è . 

3 
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La généralité des formules (i) et (2) est doue complètement 
établie. 

Les formules ( 3 ) et ( 4 ) se déduisent des formules (i) et 
(2) en changeant b en — -A; donc elles sont vraies pour 
toutes les valeurs de a et de h. 

38 . Remarque. — IVon-seulement les formules ( 3 ) et ( 4 ) 
sont comprises dans les formules (i) et (2); mais encore, 
chacune des formules (i) et (2) est comprise dans l’autre. 
Prenons, en efl'et , la formule (i), 

sin (a + i) = sin a cos b + cos a sin b , 

qui est vraie pour deux ares quelconques, et mettons-y 

» 

- — n au lieu de « , — Zi au lieu de i : il vient 
2 

cos (fl -t- b) — cos fl cos b — sin fl sin b. 

C’est précisément la formule (2). Réciproquement, on peut 
déduire la formule (i) de la formule (2). Ainsi, les quatre 
formules ( i ) , (2) , ( 3 ) ( 4 ) se réduisent au fond à une seule , 
mais il est souvent avantageux de les considérer toutes les 
quatre. 

39 . On peut facilement trouver les sinus et cosinus d’une 
somme d’un nombre quelconque d’arcs, quand on con- 
naît les sinus et cosinus de chacun d’eux. Soient, par 
exemple, a, Z>, c trois arcs quelconques; on a 

sin (fl -t- 4- c) = sin (fl -h b) cos c -t- cos (a 4- b) sin c , 

cos (fl 4- Z> 4 - c) = cos(fl 4- b) cos c — sin (a 4 - b) sin c. 

En remplaçant siti (a 4- bj et eos(rt 4- /<) par leurs valeurs, 
il vient 

sin (fl 4- A 4 - c) = sin n cos b cosc 4 - sin b cos a cos<- 
4- sin c cos fl cos h — sin a sin 6 sin c, 
cos (fl 4- 6 4- c) = cos fl cos b cos c — cos a sin b sin c 
— cos b sin fl sin c — cos c sin a sin b. 


c 
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Connaissant ainsi les Ibrmules qui donnent les sinus et 
cosinus d’une somme de trois arcs , on pourra obtenir celles 
qui donnent les sinus et cosinus d’une somme de quatre, 
puis de cinq, et ainsi de suite. 


40. Tangentes et cotangentes . — Proposons-nous main- 
tenant de trouvM- la tangente ou la cotangente de la somme 
de deux arcs, connaissant les tangentes ou les cotangentes 
de ces arcs. 

Soient a et b deux arcs quelconques positifs ou négatifs ; 
on a V 


lang(a A) = 


sin [n -+- U) sin a cos b -t- cos a sin b 

cos (a -t-6) cos n cos b — sin a sin 6 


et, en divisant les deux termes de cette valeur de tang (a 
par cos a cos i, il vient 


(5) 


tang (fl -h b) = 


tang a tang b 
I — tang a tang b 




Si r on change i en — h dans cette formule, ou a 


( 6 ) 


tang(<j — ^) = 


tanga — tang b 
i-H tanga tang b 


Pour avoir cot(rt-f-è) exprimée en fonction de cot« et 
col b , on écrira ' 


cot (a -I- b) 


cos f^a b) cos a cos b — sin a sin b 

sin (a h) sin a cos b -f- cos a sin 6 ’ 


et, en divisant haut et bas par sin« sin/», il vient 


cot (a -t- b) -=z 


cote cot b — I 
cota cot b 


41. Remarque. — 11 est très-important de remarquer 
que tang (a -t- />) peut s’exprimer rationnellement en fonc- 
tion de tang a et de tang b , tandis qu’il est impossible d’ex- 
primer rationnellement sin {a+ b) en fonction de sino et 

3. 
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<lf sinb, ou cos(rt-f- b) en fonction de cos^^ et cosb. Si, 
en effet, dans l’expression de sin (a-|-i), on remplace 
eosfl et cos 6 par leurs valeurs \! i — sin^, \/ 1 — sin’i, 
cette expression contiendra des radicaux; la même chose a 
lieu quand on remplace dans l’expression de cos(a + ft), 
sin a et sini par \fi — cos* a, ^ i — cos*^ , excepté dans le 
cas particulier où i = a. 


42. On peut exprimer la tangente d'une somme d’un 
nombre quelconque d’arcs , en fonction rationnelle des tan- • 
gentes de ces arcs. Soient, par exemple, a, b, c trois arcs 
quelconques; on aura 


rang (a A c) = 


tang (a -h b) tang c 
1 — tang {a -)- b) tang c ’ 


et , en remplaçant tang [a -f- b) par sa valeur 


tang a ■+■ tang b 
I — tanga tang 6 ’ 


il vient 


tang(a-(-6-t-c) = 


tanga tang b -f- tang c — tanga tang b tange 

I — tanga tang£ — taliga tange — tangi tange 


En général, si l’on a m arcs a,b^c,...,l, et que l’on 
désigne par S, la somme de leurs tangentes , par S, la somme 
des produits deux à deux de ces tangentes , par Sj la somme 
de leurs produits trois à trois, etc., et enfin par S,„ le pro- 
duit de toutes les tangentes, on aura 


tang (a è -I- c -H . . . -t- /) = „ „ 

IVous nous bornons à mentionner cette formule remar- 
quable, le lecteur en trouvera aisément la démonstration. 


43. Nous n’avons rien à dire au sujet des sécantes et 
cosécantes dont l’usage est peu fréquent. On trouverai l faci- 
lement les valeurs de séc(a-hb) et de coséc (a -t- i) , 
puisque ce sont les inverses de sin (a-)- b) et cos (n 
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Formules importantes déduites de celles relatives à 
, l'addition des arcs. 

44 . Des formules 

sin (n -f- = sin a cos b + cos a sin b, 

cos [a -h b) = cos a cos b — sin « sin b, 
sin (fl — 6) = sin a cos b — cos a sin b, 
cos (fl — b) =z cos a cos b + sin a sin b, 

on dtkluit, par addition et soustraction, 

sin (fl + 6) + sin (<J — 6) = 2 sin a cos b, 
sin (a -t-ji) — sin (a — b)=z % cosa sin b, 
cos {a -h b} -h cos^(rt — 6) = a co’sa cos b* 
cos (a — b) — cos (a 6) = 2 sin « sin b. 

.Soient maintenant 

a b =p, a—bf=i/i 

on aura 

“ = î<,P + 9)i b = ~(p—q), 

et les formules précédentes deviennent 

sin /I + sin 7 = 2 sin^ (/? 4 - 7) cos 7 (y> — ?), 

sin^— sin 7 = 2 sin \(p — 7) cos 7 (yj 4- 7), 

cos cos 7 = 2 cosÿ ( y? 4- 7) cos 7 ( y> — 7), 

cos 7 — cos /> = 2 sin 7 (yj 4- 7) sin 7 (y> — 7). 

Ces formules (2), d’un usage fréquent, servent à exprimer 
la somme ou la diflérence de deux sinus ou de deux cosi- 
nus par un produit de sinus et cosinus. 

On peut de même exprimer par un produit la somme 
ou la dilférence d’un sinus et d’un cosinus, car on a 
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et, en laisant usage des fbrmulcîs ( 2 ), 


(3) 


l T U — <i\ I n P + 

I ^ U - -2“ ) U “ r 

. (T P q \ /br P — q\ 


' cos P — sin q 


En divisant deux à deux les formules ( 2 ), on obtient les 
suivantes, qu’il est important de se rappeler ; 


(4) 



■4S. On peut aussi transformer la somme ou la dilTérence 
de deux tangentes en un produit de lignes trigonométriques. 
On a , en ellel , 

sin a cos b rt cos a sin h 


, , sin a . sin 6 

tariiî a it tane b = ± , : 

cos a cos b 


cos a cos b 


(5) tang a db tang b 

on aurait de même 

cot a ± cot b = 


rot rt ; 


tang h 


sin (a ± è) 
cos a cos b ’ 


sin (6 ± a) 
cos a cos b 
cos [a ± b) 
sin n cos h 
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Voici encore une formule qu'il est bon de remarquer. Mul- 
tiplions entre elles les deux égalités 

sin [a + b) z= sin a cos b cos « sin b, 
sin {a — b) = sin a cos b — coso sin 6 ; 

il vient 

sin (a -+- b) sin (a — b) = sin’ a cos’ b — cos’ a sin’ b, 

= (i — sin’ b) sin’ a — (i — sin’ a) sin’ b, 
= ( I — cos’ a) cos’ b — ( I — cos’ b) cos’ «, 
ou 

(6) J ' sin [a -t- b) sin (a — b) = sin’ a — sin’ b, 

=cos’è — cos’ <7. 

Applications des Jbimules précédentes. 

46. Nous allons faire l’application des formules précé- 
dentes à la solution de quelques problèmes. 

Problème I. — Trouver le côté du polygone régulier de 
quinze côtés, inscrit dans le cercle dont le rayon est 
l’unité. ' 

Appelons x le cAté cherché 5 on a (n® 12) 


.1 = 2 sin — =• '■ 
10 


Or, = g donc 

10 6 10 


. . ! n ir \ .TT it Tt jr 

U X =: 2 sin 7: I =r 2 Sin 7; cos — a sin — cos =• 

\b 10/ J 6 10 100 

On a trouvé (n° 12) 


«t 'i, . TT 1 . TT 

r sin Sin : 

D "î 10 


— 1 -H 




et l’on en déduit 


jt. • • it Y 

L ...• sc *— 


cos 3= , cos : 

0 2 10 


lO -*-2^ 
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^ y/io -f- 2 v'S — ^ V^3 (— I + ^5). 

\1. Problème II. — Démontrer que si a^b.c sont trois 
arcs dont la somme est égale àti, on a 

cos’ a -f- cos’ b cos’ c -4- 9 cos a cos b cos c — i. 

De la relation 

a b = t: — c 

on tire 

cos (a -h 6) = — cosc, 
ou 

cos a cos b -t- cos c = sln a sin 6 ; 
élevant au carré , il vient 

cos’flcos’6 + 2 cos a cos bcosc -+■ cos’c = sin’asin’4 
= {i— cos’ fl) (i — cos’ 6), 

ou , en faisant les réductions, 

cos’fl + cos’ 6 -i- cos’c + 2 cos fl cos 6 cosc = I, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. — On pourrait, pour vérifler la relation 
indiquée , y remplacer c par sa valeur tt — a — A , et dé- 
montrer ensuite qu’elle devient par là identique. En gé- 
néral, pour vérifier une relation V = o entre les lignes 
trigonométriques de m arcs liés entre eux par m — n équa- 
tions , on tirera de ces équations les valeurs de m — « 
arcs en fonction des n autres, et on les substituera dans 
l’équation V = o qui deviendra alors identique. On rendra 
l’identité manifeste en exprimant toutes les lignes trigono- 
métriques de chaque arc en fonction de l’une quelconque 
d’entre elles. 

■48. Problème III. — Trouver la relation qui existe entre 
trois arcs dont les cosinus sont liés par la relation 

cos’fl + cos’ b + cos’c -f- 2 cos « cos b cos c = I . 
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Cette relation peut s’écrire ainsi : 

(cos a 4- cos b cos c)= — cos’ b cos’c cos’ b cos’c = i , 

ou 

(cos a -f- cos b cos c)’ = i — cos’ b — cos’c 4- cos’ b cos’ c 

= (i — cos’6) (i — cos’c) = sin’i sin’c, 
ou 

(cos a 4- cos b cos c)’ — sin’è sin’c = o. 

Le premier membre est la dillérence de deux carrés ; on peut 
donc le décomposer en facteurs , et l’on a ainsi : 

(coso 4- cos b cos c — sin 6 sin c) (cos a 4- cos b cos c 4- sin è sine) = o, 

ou 

[cos a 4- cos (^» 4- c)] [ cos a 4- cos (i — c)] = o. 

Enfin , en faisant usage des formules du n” 44, il vient 

, a-\-b + c — a4-64-c a — b + c a + b — c 

4 cos cos cos cos = o. 

2 2 2 2 

Cette équation n’est autre que la proposée mise sous une 
autre forme. Pour qu’elle ait lieu, il faut et il suffit que le 
cosinus de l’un des arcs 

n-^b-\-c — fl 4 - 64 -c a — 64 -c a-\-b — c 

, , , 

2 2 2 2 

soit nul , et, par suite, que l’un de ces arcs soit égal à 

(aie 4 - 1) -7 en désignant par h un nombre entier positif, 

nul ou négatif. 

En résumé , les arcs a, b , c satisfont h l’une des quatre 
relations 

«4- 64-c = (2^4- i)w, 

— n 4- 6 4- c = (2< 4- i)7t, 

fl — 6 4 - c = ( 2 / 4 - l)îT , 
fl 4 - b — c = (2 ^ 4 - I ) r. 
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-i9. Problème IV. — Trouver la somme des cosinus de 
n arcs 


a, a h, <7 + 2A,..., — i)A, 

en progression arithmétique. 

Soit l'un nombre entier quelconque; on a (n" 44) 


. h 

2 sin - cos 
2 


(a + iA) = sin^a+^^ a) - sin ( h -I- . 


En donnant à i les valeurs u , i, 2 , 3, . . . , it — 1 , il 
vient 


2 sin - 


A . / A\ . / A\ 

- cos a = sin I <1 H — — sin a ) ? 

2 \ 2/ \ 2; 

. A , . / 3 A\ . / A\ 

in - cos (a + A) = sin I " + — I — 1 " ^ 1 ’ 

, ( 5 A\ . / 3 A\ 

(fl 2 A) = sin I <1 + — I — sin ( fl H y 


. A 

2 sin - cos 
2 


^ cos[fl — i) A] =sin ^fl -f- — - h'j — sin ^ ' 

Ajoutant ces égalités membre à membre et faisant les ré- 
ductions, il vient 


2 sin -jcosfl -t- cos (fl -+- A)-|-cos(a-l-2A)-f-...+ cos [«-!-(« — i)A]| 

. / 2/1- 1 ,\ . / A\ 

= sinl a H A j — sin (fl | , 


d’i 


ou 


cos « -f- cos (fl -f- A) -I- . . cos [fl - 4 - (n — i) A] 

?^A)-sin(fl_^) 

. A 
2 sin - 
2 



enfîn , eu transformant le numérateur du second membre 
en produit de sinus et cosinus, par les formules du n" 44, 
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cos a + cos (a + A) -f- cos (a -H 2 A) -t- ... 4 - cos [a 4- (« — 1 ) A] 

. nh l n — 1 \ 

sin — cos 1 a H A | 

2 \ 2 / 


. A 
sin - 
2 


C’est la formule qui résout le problème. 

Corollaire. — Si dans celte formule 011 change « en ^ — a, 
et A en — A , il vient 

sin fl 4- sin (a 4- A) 4- sin (a 4- 2 A) 4- ... 4 - sin [a 4 - (fl — • ) ^] 


. nh . l n — 1 \ 
sin — sin I fl 4 A ) 

_ 2 V ^ / 


. A 
sin- 
2 


cette dernière formttle fait connaître la somme des sinus de 
n arcs en progression arithmétique. 

Formules relatives à la multiplication des arcs. 

50 . Sinus et cosinus. — Si , dans les formules 


(0 


sin (fl 4- A) = sin a cos b 4 - cos a sin b, 
cos (fl 4- A) = cos fl cos A — sin a sin A, 


on fait A = a , il vient 

(2) 


I sin 2 fl = 2 sin fl cos a , 

( cos 2 fl = cos’ fl — sin’ a. 


Ces formules (2) font connaître les valeurs de sin 2 n et de 
cos 2rt en fonction de sin a et de cos a. Si on veut les ex- 
primer en fonction de sin a ou de cos a seulement, on devra 
remplacer cos n par \f i — sin’ <x , ou sin a par s / 1 — cos’ a ; 
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on ohlicul ainsi : 


sin 2u = ±2Sina — sin’ a 
■= ±2cosa ^ I — cos'(j> 
cos 2fl = ! — 2 sin’ a 
— 2 cos’ a — I . 

11 importe de remarquer que cos ia s’exprime ratiouiiel- 
lement en fonction de cos a ou de sin a , tandis qu’il est im- 
possible d’exprimer sin ia en fonction rationnelle solide 
sin a, soit de cos a. 11 résulte de là que, si l’on connaît la 
valeur de sin a ou de cos a, cos an est entièrement déter- 
miné, tandis que sin 2 a ne l’est qu’en valeur absolue. 
Nous allons donner la raison de ce fait. 

SI . Supposons d'abord que la valeur de sin a soit con- 
nue , et posons 

sina = A ; 

l’arc a est indéterminé , et ses valeurs, en nombre infîni, 
sont données (n" 2 S) par les formules 

a — 1 k Tz -‘r CH , a = ( 2 X -t- i)iz — a, 

OÙ «désigne un arc déterminé ayant A pour sinus. D’après 
cela, les valeurs de sin 2a et de cos 2a sont données par 
les formules 



{ sin 2a = sin ( 4 ^^ + 20.) = sin2a , 
sin 2a = sin -I- air — 2 a) = — sin 2 a ; 


cos 2 a = cos (4 Air -I- 2 a) = cos 2 a , 
cos 2a — cos (4 kiz + 2iz — 2a) = cos 2 a. 


On voit par là que sin 2« est susceptible de la double va- 
leur zb sin2«, tandis que cos 2a n’a que la seule valeur 
COS 2 a. . 

La même chose a lieu, si c est la valeur de cos a qui est 
connue. Soit 

cos a = A , 
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Dl a. un arc déterminé ayant A pour cosinus ; les valeurs de 
a sont données par la formule 

a — 1 kit ± a , 

par suite, celles de sin %a et de cos 2 a le sont par les sui- 
vantes : 

sin 2 fl = sin 2 a) = dzsin 2 a , 

cos 2 a = cos (4 i 2 a) = cos 2 a; 

sin ia a donc deux valeurs égales et de signes contraires , 
tandis que cos 2 a n’en a qu’une seule. 

S2. Si , dans les formules ( 1 ), on fait fe = 2 a , il vient 
sin 3 a = sin a cos 2 n -H cos a sin la, 
cos 3a = cosa cos la — sin a sin 2 a ; 

en remplaçant sin 2 a et cos ia par leurs valeurs tirées des 
équations ( 2 ), on a les suivantes : 

... I sin 3 a = 3 sin a cos ’ a — sin’ a , 

) cos 3n = cos’ a — 3 sin’ a cos a , 

qui font connaître sin 3 a et cos 3 a en fonction de sin a 
et cosa. En remplaçant, dans la première, cos* a par 
I — sin’ a , et dans la seconde sin’ a par i — cos’ a , il 
vient 

_ ( sin 3 a = 3 sin a — 4 > 

' ' ) cos3a = 4 — 3 cos<7. 

On voit que sin 3a et cos 3a sont exprimables rationnel- 
lement, le premier en fonction de sin a, le second en 
fonction de cosa, tandis qu’il est impossible d’exprimer 
sin 3 a en fonction rationnelle de cos a, ou cos 3 a en fonc- 
tion rationnelle de sin a. 11 résulte de là que, quand on 
donne sin a, sin 3 a est entièrement déterminé, tandis que 
cos 3 a ne l’est qu’en valeur absolue; et, au contraire, si 
I ’on donne cos a , cos 3 a est déterminé , mais sin 3 a ne l’est 
pas. On peut montrer, à priori , qu’il doit en être ainsi , 
par des considérations analogues à celles du 11 ” 51 . 
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S3. Supposons d’abord qu’on donne sin a = A , les va- 
leurs de a sont 

o=:2AirH-a, a = (2/-|-i)Tr — a, 

OÙ a désigne un arc déterminé ayant A pour sinus. Les va- 
leurs de sin 3 a et de cos 3 a sont 

sin 3« = sin [jokst 3a) = sin 3a , 
sin 3 a = sin (6 -t- 37 t — 3 a) = sin 3 a ; 

Cl 

! cos 3 a = cos (6 X- TT -I- 3a) = cos 3 a , 
cos 3 a = cos {6X7r+3îr — 3a)= — cos 3 a ; 

d’où il suit que sin 3a a la valeur unique sin3iz, tandis 
que cos 3a a la double valeur ± cos 3a. 

Le contraire a lieu , si l’on donne cos a = A ; les valeurs 
de a sont 

a = 2 X TT i a , 

OÙ a désigne un arc déterminé ayant A pour cosinus; les 
valeurs de sin 3 a et de cos 3 a sont 


sin 3 a = sin ( 6 X tt ± 3 a) = ± sin 3a, 
cos 3 a = cos{6 Xtt ± 3 a) = cos 3 a ; 

ainsi , sin 3a a la double valeur ± sin 3a, et cos 3 a la va- 
leur unique cos 3 a . 

54. Si l’on connaît les valeurs de sin (m — i) a et de 
cos [m — i) a en fonction de sin a et de cos a , on aura celles 
de sin nia et de cos ma, en posant b = (ni — i)a dans les 
équations (i), qui deviennent alors 

sin ma = sin a cos (ai — i)a -H cos a sin (ai — i)a, 
cos ma = cos a cos (ai — i ) a — sin a sin (/a — i ) a , 

et en substituant à sin (m — i)a et cos (ni — i) a leurs 
valeurs connues. 

On comprend comment on pourra calculer de proche en 
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proche, par celle mélhode, les valeurs de sin 4« el cos 4«, 
sin 5a el cos 5a, etc., en fonction de sin a et cos a. Mais 
nous ne pousserons pas plus loin les calculs ; nous donne- 
rons d’ailleurs, dans la suite, une méthode générale pour 
former directement les valeurs de sin/na et de eosma, 
quel que soit l’entier m. 

55. Tangentes et cotangentes. — Si , dans la formule 


(6) tang [a -\r b) = 
on fait b = a, il vient 

(7) tang 20 = 


tanga •+- tang b 

T ’ 

I — tang a tang b 

2 tang a 
i — tang’ a ’ 


formule qui fait connaître tang 2 a en fonction rationnelle 
de tang a. 

Si , dans la formule (6) , on fait i = 2 a, il vient 


_ tang a -h tang 2 a 

tang 3a = — » 

° I — tanga tang 2 a 

el, en remplaçant tang 2 a par sa valeur , 


tang 3 a = 


3 tanga — tang’ a 
I — 3 tang’ a 


Généralement, si iang(m — i) a est connue, on aura 
tang ma par la formule 

tang a -4- tang (m — i ) a 
tang ma = sJl. . 

° I — tang a tang (o> — i)a 

On pourra donc calculer successivement les valeurs de 
tang 4 a , tang 5 a , etc . , qui seront toutes exprimées en fonc- 
tion rationnelle de tang a. Nous donnerons dans la suite 
l’expression générale de tang ma en fonction de tang a. 


50. On peut démontrer, à priori , que si la valeur A de 
tanga est connue, celle de tang ma est déterminée. En 
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elTet, si a désigne un arc déterminé ayant A pour tangente, 
les valeurs de a sont données par la formule (n" 27 ) 

<7 = jr a '; 


et celles de tang ma le sont par la suivante : 

tang ma = tang {mk w + /n a) = tang m a ; 
tang ma n’a donc que la seule valeur tang ma. 
57. Si, dans la formule 


cot (a-i- b) = 


cot a cot b — I 
cot a + cot b 


on fait 6 = a, il vient 


cot 2 a 


cot’a — I 
2 cota 


Cette formule peut d’ailleurs se déduire de celle qui ex- 
prime tang 2 a en fonction de tang a : en général , si l’on a 
l’expression de tang ma en fonction de tang a, en rem- 
plaçant tang nui par — — et tang a par — ^ -, on aura l’ex- 
pression de cot ma en fonction de cot a. 


De la division des arcs. 

58 . Sinus et cosinus. — Si , dans les formules 
sin 2» = 2 sin a cos a , 
cos 2 a =cos’a — sin’a, 

on met Ÿ u au lieu de a , il vient 

I sin a = 2 sin -j a cos y O, 

^ ' ( cos a = cos’ ÿ a — sin’ y a. 

Ces formules permettent de calculer sin ÿ a et cos y a , 
quand on connaît soit eos a, soit sin a : nous allons exa- 
miner ces deux cas. 
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59. Étant donné co.t«, trouver sin\a et cos^u. — 
Des di’ux formules , 

cos' y a — sin’ 7 « = cos a , 
cos' y O + sin’ y a == I , 

on tire 

,, i+cosa . ,, 1 — cosa 

cos' -^a =z , sin- i n = > 

2 'a 

d'où 

, , / 1 cos a 

(*) COSy«=±W ^ 

On voit que les valeurs absolues de eos ÿ a et sin ÿa sont 
déterminées, mais que leurs signes ne le sont pas. On peut 
expliquer ce résultat par des considérations déjà employées. 
Soient A la valeur donnée de cosa, et a un arc déterminé 
ayant A pour cosinus; les valeurs de a pour lesquelles on 
a cos a = A sont données par la formule 

a = 2An db a , 

par suite , les valeurs de cos ÿ a et de sin ÿ a le sont par les 
suivantes : 

cos •; a = cos ( / ;r ± y «) , 
sin y a = sin (X ir rt ÿ x ). 

Or, si l’on prend pour A un nombre pair, ces formules 
deviennent ( n“* 10 et 21 ) 

l'os ÿ a = eus 7 a , , 

sin ÿ a = ifc sin y a ; 

et si l’oii prend pour A un nombre impair, elles deviennent 
cos y a = — cos ÿ a , 
sin ÿ a = db sin 7 « ; 

4 
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ce qui montre que cos^n est susceptible de la doulde valeur 
rh eos ^ a , et sin ^ a de la double valeur ± sin j «. / 

60. Si l’arc a est donné, on pourra obtenir sin ÿ a et 
cos-j«, à l’aide des formules (i), car alors les signes de 
sin-jfl et cosja sont connus d’avance. \ eut-on , par 

exemple, avoir le sinus et le cosinus de l’arc sachant 

7T V3 

que le cosinus de g est ^ ; les formules ( 2 ) donneront 

TT V2-+-v 3 If V2 — v3 

eos — 1 = f SIQ — =r 

12 2. 12 2 

61. Etant donné sin a, trouver cosÿa et sin ^ a. — Des 
deux formules 

2 sin a cos -j- n = sin « , , 

cos= - n ■+■ sin’ -j « = I , 

on déduit, par addition et soustraction, 

■■ (cos^rt - 1 - sin4fi)’=: I 4- sinn, 

{ cos 7/7 — sin ' n'- = 1 — sin 77 ; 

d’où 


ros 7 77 -t- sin 7 77 = ± v^i -h sin 71 , 
cos 7 77 — sin ^ Il — ± V > — sin 77 , 
et, par conséquent, 

i ens 7 77 = ± - ( v'i 4 - sin 77 db y ‘ — sin 77) ? 

( 3 ) { _ . ^ 

^ sin 7 77 = dt - ( V I 4 - sin 77 rp V 1 — sin 77 ) • 

Dans ces deux formules, les signes supérieurs on infé- 
rieurs , hors des parenthèses ou dans les parenthèses , se cor- 
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respondeiit ; mais dans chacuno d’elles le signe hor.s des 
parenthèses est indépendant de celui qui se trouve dans 
la parenthèse. On trouve ainsi quatre valeurs pour cos ÿ a 
et quatre pour sinÿn; et il est remarquable que les va- 
leurs de cos Y a soient précisément les mêmes que celles de 
sin-j-a. INous allons expliquer ce résultat. 

Soient’ A la valeur donnée de sin a, et a un arc déterminé 
ayant A pour sinus; les valeurs de a sont données par les 
formules 

<i = 2/'7r-+-a, rt = (2/-t-l)jT — a; 

les valeurs de cos ^ « et de sin ^ n sont donc 
cos J a = cos ( A w I a ), cos| « = cos + ^ 

( TT \ 

^7T -t- “ 7® ) ■ 

Si l’on prend pour A' un nombre pair, ces formules de- 
viennent 

cos jn = cos|a, cosy<i = cos =sin-|-a, 

sinja = sin-ja, siuja=:sin cos ^ a ; 


et , si l’on prend pour A un nombre impair, elles deviennent 



d’où il suit que cos -j n et sin-j a ont chacun les quatre va- 
leurs rt cos I a , ± sin ^ a. 


62. Si l’arc a est doimé, voici comment on pourra ob- 

4 - 
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tenir, par les formules (3) ^ les valeurs de cosÿa et de 
sin^ja. Puisque l’arc a est connu, on sait quels sont les 
signes de cos | a et de sin j a ; or, des quatre; valeurs fournies 
par les formules (3) , deux sont positives et deux négatives: 
on devra donc rejeter les deux négatives ou les deux posi- 
tives , suivant les cas , et il n’y aura plus qu’à choisir entre 
les deux autres. Supposons, pour fixer les idées, que sin a 
soit positif, ainsi que cos 4 n et sin .j a \ alors on aura 


.1 

cos - a 

9 . 


= + - (v^ I sin« ± I — sin a) , 


’ sin - O = -f- - (v/ 1 -h sinn qz v/i — sinn). 

2 2 ^ 

En réduisant maintenant l’arc au premier quadrant, 

on obtiendra un arc plus grand ou pltis petit que dans 

le premier cas, on a sin cosj « , et l’on prendra les 
signes inférieurs dans les formules précédentes; dans le 
second cas , on a sin jft<Z cos ■; ri , et l’on prendra les signes 
supérieurs. 

V(nil-on , par exemple, trouver cos— et .sin—» sachant 
* ‘ 12 12 

. r I 

que sm,- = -; on ania 


■“^.--ïVî+îV/;’ 


Il est facile de déduire ces valeurs de eos~ et sin— de 

I 2 I ■/. 

elles que nous avons données an n" (vit. 

Hd. Si , dans la fornnde (u" .32) 

cos 3fl = 4 COS'^II — 3 cos«, 
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on remplace a par il vient 


/ " ■. " 

• cos a = 4 cos^ 2 — J 2 i 

eette ér{uation sert a résoudre la question suivante : 

Trouver eo5 connaissant cos a. — Soient cos « = A cl 

cos^ = x; l’équation précédente devient 

(4) 


'3 A 

3T — -f X ^ — Q. 

4 4 


Elle est du troisième degré , et l’af^^re apprend ipi’elle a 
trois racines réelles. On peut démontrer ce fait de la ma- 
nière suivante, a. étant un arc déterminé dont le cosinus 
est A , les valeurs de a sont données par la formule 

a = 2 X r zt « , 

et les valeurs de x le sont par la suivante : 

/ 2 Xr 


/2Ar , g\ 

= '”■(— ± 3 )’ 


où l’on doit donner à h toutes les valeurs entières positives , 
nulle ou négatives. Or, quel que soit A-, on peut écrire 

X 37 -f- i, 

I étant l’un des nombres o, i ou 2; On a doue 

.r = cos(27rr-t-3-±^) = cos( — ± 3 ). 
d’où il suit que x a les six valeurs 

,4r 


a 


/ -ir 

\ 

CÜS -r ) 

eos 1 


-+■ "X 1 9 

3 


y 3 

3.^ 



,'2n 

a s 

— 1 « 

3 )' 


l 3 

3 I’ 


/4^ x\ 
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Mais l«;s trois (k-rnirros sont égales auv trois premières cha- 
cune à chacune, car les arcs ^ (?t ont leurs cosinus 

égaux, et il en est de meme des deux arcs ^ ± et 

^ q:: 2 somme est égale à 2 7T. On voit donc que 

l’équation (4) a les trois l’acines 

a /27T -x\ /4r a\ 

eos-3, ros(^--t-3),. + 


qui sont généralement inégales, et qu’elle ne saurait en 
avoir uii plus grand nombre. Entin ou connaîtra ces trois 
cosinus toutes les fois qu’on pourra résoudre l’équation (4). 

Bt. Supposons que l’on ait choisi pour a le plus petit 
arc positif ayant A pour cosinus; on aura or ou = ~. 

Prenons, à partir de l’origine A (fig. 0 ), l’arc AM = ^i 

et inscrivons dans la circonférence le triangle équilatéral 
MAP; les perpendiculaires abaissées des trois sommets sur 
le diamètre BB' perpendiculaire à AA', prises avec le signe -|- 
si elles sont du même côté que A par rapport à BB', et 
avec le signe — dans le cas contraire, représenteront les 
trois racines de l'équation (4). D’ailleurs l’algèbre apprend 
que la somme de ces racines est nulle, paree que l’équation 
ne contient pas de terme de la seconde dimension; on peut 
donc conclure ce théorème de géométrie, fort connu, du 
reste ; 

Si des trois sommets d’un triangle équilatéral, on abaisse 
des perpendiculaires sur un diamètre quelconque du cercle 
circonscrit, la somme des deux perpendiculaires situées 
d’un même côté du diamètre sera égale à la perpendi- 
culaire située de l’autre côté. 
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Ou pi‘iU démoiilrer direclemcnt (juc la somme des racines 
de i’é(|ualion (4) est nulle, tiette somme est, en ellet, 

a / 2ir a\ / 4» a\ 

eos5 + cos(^-^+3j+cos^_ + 3), 


/ 2k 4 " i 

L • * 1 

i' .7.7: 

ir. \ 

1,+COS-^+COS^] 

1 S'" 3 1 

"Y + 

T 


on a d’ailleurs 

L-r 2 k k t 

cos -ï— =; cos -^ = cos = 1 

t .3 3 2 

. ii~ . 2 r 

s,n--=_sm^, 


d’où l’on conclut que la somme en question est nulle. 

1)5. I.’ équation (4) a deux racines négatives et une posi- 
tive si A est positif ou a au contraire, elle a deux 

racines positives et une négative si A est négatif ou iz > -■ 
Eu elfet, soit toujoui-s AM = ^ (fig- ■’>); en prenant 

«J 

2 TT 

l’arc MN z= le point iN tombera évidemment sur la 
demi-circonférence BA'IV, et l’on aura I5i\ AM-)- -■ 

O 

Cela posé , si A est positif, on a a: <[ et , par conséquent , 

lîN donc, en prenant l’arc INA'P le point P 

tombera sur la demi-circonférence UA'B': d’où l’on peut 
conclure que ré(|uation (4) a deux racines négatives et une 

positive. Si A est négalif, on a a ^ et a <^7:; par 
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suite, 1Î]N ]> Donc le point N tombera sur le 

quadrant BA.': et comme sa distance au point B surpasse 

en prenant l’arc NA'P = -^» le point P tombera dans le 

quadrant B'A ; d’où l’on conclut que l’équation (4) a 
deux racines positives et une négative. 

11 est aisé de voir que les valeurs absolues des racines de 

môme signe sont comprises l’une entre o et - l’autre entre 

^et I. En efl’et, ees valeurs absolues sont précisément les 

longueurs JN/i, Pp qu’on peut considérer comme les sinus 
des arcs NB et PB^; ces deux arcs ont une somme égale à 

7t — ^ ou donc l’un est inférieur, l’autre supérieur à 

g ; par conséquent, l’une des longueurs N« et Pp est moindre 

que sing ou et l’autre est plus grande. Quant à la troi- 
sième racine de l’équation (4) , sa valeur absolue est supé- 
rieure à -1 puisqu’elle est égale à la somme des valeurs 
absolues des deux autres. 

D’après cela, si A désigne, dans l’équation (4), le cosi- 
nus d’un arc donné a, on pourra toujour.s savoir quelle est 

celle des trois racines qui est égale à cos car on connaît 

d’avance le signe de ce cosinus, et l’on sait aussi si sa valeur 

absolue est moindre ou plus grande que -• 

W». Proposons-nous encore de i roiiPi:r stn nonnais-’ 
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saut sin a. Si , dans la formule 

sin 3 <1 z= 3 sin a — 4 " > 

on met ^ au lieu de a, il vient 

sin fl = 3 sin ^ — !\ sin- 

Posons sin a = A et sin ^ = ,r, on aura l'équation 


(5) 


, 3 A 

X^ — y X^--.= O, 

4 4 


qui se déduit de l’équation (4) en changeant A en — A. 

Pour savoir ce que représentent les trois racines de cette 
équation, soit a un arc déterminé ayant A pour sinus; les 
valeurs de a sont données par les formules 

a z= 7.k - a. , <7 = (2/-t-l)7T — a; i 

et celles de x par les suivantes : 

i 


I ^kv a \ . 1 1 k 


3 3 ) 

Soit A" = 3 <7 -f- i étant l’un des nombres o , 1 , 2 ; ces 
formules deviennent 


2 ITT a\ . 1 7.1 T. a\ 

• / , 2 /H-l a\ . /2/+1 a\ 

*1" i 27- + -3- - 3) = Sin . -5 j ; 

d’oii il suit (jue.r a les six valeurs 

.a . / 7r. a\ 

s.n-, sin(^-+-), 

■ (ï-0’ 


•■"(ï-i)- 
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Mais les trois dernières sont égales aux trois premières 

3 7*" Ot ? ÎT 2 

chacune à chacune, car les arcs _ et -k- — ô’ ^ "h ô 

O O O O O 

TT X /lt: X 5 n , X - , 

■X — XI ^ -h - et ~x ayant pour somme un nombre 

3 3 i 3 3 3 - • ' 

impair de demi-circonférences, ont le même sinus, l.’é- 
quation (5) a donc les trois racines 



et n’en a pas davantage. 

Ce problème donne lieu à des rcraamues semblables à 
celles des n"* G4 et Go, Le lecteur les développera sufTisain- 
ment lui-inème. 

G7. En général, si l'on veut obtenir sin — ? ou cos —i 

connaissant sina ou cos a, on commencera par former l’é- 
quation qui donne sin/na ou cos ma en fonction de sina 

ou de cos a; puis, en mettant — au lieu de a, on aura l’équa- 
tion dont dépend l’inconnue que l’on èherche. Cette équa- 
tion sera, suivant les cas, du degré m ou du degré im. 
Nous donnerons plus loin tous les développements que 
•comporte cette importante question, mais il est bon de re- 
marquer, dès à présent, que la détermination de sin — ou 

de cossue dépend que des équations du set'ond degré, si 

ni est une puissance de a; car, après avoir trouvé sin|a 

et cos:ja en fonction de sût a ou de cos a par les méthodes 

des ii”‘59 etGl , on pourra, de la même manièn;, trouver 

. « n . a a 

SI II -i cl cos T 5 sin n cl cos etc. 

4 « 8 
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t)S. Tangentes cl cotangenles. Trouver Uing a , con- 
naissant tanga. 

Si, dans la formule 


2 tane a 

lani» 20 = — 1 

I — taii''’ a 


on remplace a par -j- n , il vient 
tang I 

d’où, en faisant tatig a = A , tang ^ a = x, 


2 tang 7 rt 

tang a — ‘ - - — ; 

I — tang' i O 


(6 ) .r’ - j: — 1=0. 

On voit que le problème dépend d’une équation du second 
degré, dont les racines ont pour produit — i, quel que 
soit A. Pour savoir ce que représentent ces deux racines, 
soit a un arc déterminé ayant A pour tangente; les va- 
leurs de a sont données par la formule 

O = X'ir -t- « , 

et celles de x par la suivante : 



Si l'on prend poui' k un nombre pair g r/, cette formule 
don ne 

X = tang [<i 7T Y a) = tang | x , 

et, si l’on prend pour A un nombre impair 2 i , elle 
donne 

= tang ^77: 4 - ^ -f- 7 = tang 7 

= cot ( — J a) = — cot \ a; 
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d’où il suit que x a les deux valeurs taiig j a et — col -, a , 
dont le produit est effectivement égal à — i. 

Si l’arc a est donné, l’équation (6) fait connaitri' 
taug^rt, car on sait d’avance quel est son signe. Suppo- 
sons, par exemple, qu’on veuille trouver tang g, sachant 


que tang^ = i. On fera A = i dans l’équation ( 5 ), qui de- 
vient alors 

x' -i- 2 X — I = o. 


La racine positi\e, est égale àtang^; on a ainsi 


tangj 


I 4 - 
2 


69 . On peut exprimer très-simplement tang-j a en fonc- 
tion de sina et de cos a; la formule qu'on obtient ainsi est 
souvent utile. On ia 


sin -l- a 2 sin T cos 4 a 2 sin ^ n cos 7 a 

tang T fl = — T- = : — — = — — ■ 

cos ~a 2 cos’ ' a 2 sm’ 7 a 

/ 

et, en faisant usage des formules (i), on trouve 
, , , sin a I — cos q 

(7) ‘aeg 7 “ = = — : . 

' ' ° 1-1- cos a sm a ■ 


lin remplaçant sina par \^i — cos’n, on a encore 
' !0\ " 1 . . / 1 — cos a 

70 . Lorsque tanga est doiuiée, on peut trouver, par la 
méthode du n” 68, les valeurs de tang ^ , tang «Uc. ; car, 
après avoir trouvé' lang 7 n , on aura , par la même méthode , 
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tangy» puis taiig g» etc. Ou peut aussi clierclier directe-, 

ment tang ^ ; on trouve, de cette manière, une équation 

du degré a"* , dont la résolution peut toujours être effectuée, 
d’après ce qui précède, à l’aide d’équations du deuxième 
degré. Nous engageons le lecteur à chercher lui-mème à 

résoudre l’équation du quatrième degré dont dépend tang 

quand on donne tang a; mais nous croyons inutile d’entrer, 
à ce sujet, dans de plus grands développements. 


71 . Trouver tan^ -, connaissant tans a. — Si , dans la 

O _ » • • 

formule 

3 tang a — tang> a • 

I — 3 tang’ a 


tang 3 a 


on remplace a par = , il vient 


tang a 


3 tang g — tong-i g 


I — 3 tang’ g 


ou , en faisant tang a — A , tang ^ , 


(9) 


3.r — x’ 

I — 3.r’’ 


ou 

{lO' .r’ — 3 Ax’ — 3x -H A = O. 

On voit que le problème dépend d’une équation du troi- 
sième degré, Pour savoir ce que représentent les racines de 
cette équation , soit a un arc déterminé ayant A pour tan- 
gente; les valeurs de a sont données par la formule 

a = X fr X , 
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i-l (T'Ili's (lt‘ X par la Ibrniulc 

.,. = ia.ig (_+_). 

Posons A' = 3 17 -H r, i étant l’ün des nombres o, 1 ou 2 ; la 
formule précédente devient 

( in *\ fin a\ 

d’où il suit que x a les trois valeurs 



et n’en a pas davantage. 

72 . Si la valeur donnée de A est infinie, on considère 
l’équation (9), qui n’est autre que l’équation (10), mise 
sous une autre forme, et l’oii voit que pour A = 00 , elle 
se rétluit à 

- 3 a' — 1=0, 

qui n’a que deux racines, savoir H — =et^ D’un autre 

v/3 v'3 

cc'ité, comme a = - , les expressions des racines de l’équa- 
tion (10) se réduisent à 

tangg, fang^, tang~; . 

d'où il suit que pour A = 00 , l’une des racines de l’équa- 
tion (10) devient infinie, et les deux autres se réduisent à 

r,n - I 


TT 37T ^ 

lan^ J. vi laiig-^. Un a 


'“«6= TT 
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7^î. On peut déterminei' aisément deux limites qui com- 
prennent chaque racine de l’équation (lo). Supposons que 
l’on ait choisi pour a. le plus petit arc positif qui a A pour 

tansente, et soit d'abord A ]> o ou a ; l'arc - est com- 


pris entre o et donc sa tangente est comprise entre o et 

I ,, 7T a . ff TT *, 

— ; 1 arc 5 H- est compris entre ^ et - , uonc sa taiii^cnte 

y3 O O , • 2 

est comprise entre v^3etH-oo \ enfin l’arc ^ com- 
• 2 5îr 

pris entre et sa tangente est donc négative, et a 


une valeur absolue comprise entre et \/3. Soient main- 

V3 


A ^ ..77^,, a . TT 

tenant A o ou a ^ et t: : 1 arc - est compris entre ^ 


ct^, donc sa tangente est comprise entre et v 3; l’arc 
^ .. ' \/3 

7» a , ■ 7* 2 TT 

• j-l- 2 eompris entre - et donc sa tangente est néga- 
tive et a une valeur absolue comprise entre ooct enfin 

,, 2 a . 5 TT , 

I arc -H 2 est eompris entre et r., donc sa tangente est 

négative et a une valeur absolue comprise entre o et 

V3 

Il résulte de là que l’équation (lo) a deux racines posi- 
tives et une négative, ou deux négatives et nue positive ; et 
que les valeurs absolues des racines de même signe sont, 

l’une inférieure à ^ , l’autre supérieure à ; par consé- 
quent, l’une inférieure, l’autre supérieure à i. Si doue l’arc 
a est donné, ou pourra toujours déterminer quelle est celle 
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des racines de l'équation (lo) qui représente tang ^ , car le 

signe <le cette tangente est connu d’avance, et l'on sait 
aussi si sa valeur absolue est inférieure ou supérieure à i. 

74. ( iénéralemeiU , si l’on veut avoir tang —i connaissant 

tanga, on commencera par former l’équation qui donne 

tang ma en fonction de tang a , on changera a en - » et l’on 

aura l’équation dont dépend l’inconnue que l’on cherche. 
Cette équation est toujours du degré in. 

75. Le problème qui consisterait à déterminer col—? 

‘ * m 

connaissant cota, est identique au précédent, car eot — 
et cota sont les inverses de tang— et de tanea. 


nétevmination des sinus el cosinus de certains arcs. 

76. On peut calculer les sinus et cosinus d’une inlinilé 
d'arcs compris entre o et par de simples extractions de 
racines carrées. 

Par exemple, en partant de l’arc on obtient, par la 
méthode des n”’ .^i9 ou 61 , les sinus et cosinus des ares 


yi rjî ~pi ■ • • 1 

4 O ib 


et, par 141610 , aussi les sinus et cosinus de leurs multiples. 
Ainsi, quels que soient les entiers /net «, on obtient par 
de simples extractions de racines carrées le sinus et le co- 
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sinus de l’an- . ; 

n TT 
2 " 

Pareillement les sinus et cosinus des arcs ^ et 5 étant 

3 5 

connus , on pourra calculer de même le sinus et le cosinus 
des arcs 

« 57 « 77 

3 . 2 " ’ 5 . 2 * ’ 

quels que soient les entiers nt et n. !Nous allons détermir- 

ner ainsi les sinus et cosinus des multiples de l’arc — ■ 

20 


77. Sinus et cosinus des multiples de l'arc — ■ — Nous 

20 

avons donné (n”46) les valeurs des sinus et cosinus de 

,, 77 2 77 

1 arc — ou — ; on a 
10 20 


. 277 8t7 I \jS 

sin — = cos — = i — ~ 

20 20 4 


00 


Sin — = 

COS 

20 

20 


Vio 4- 2 V5. 


Connaissant le sinus de 
les formules 


. 77 77 

— 7 on aura sin — et cos — par 

20 20 20 ^ 


sin — = -%/ 
20 2 V 


. ^ I 

I -f- SID* 

20 2 
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sin 


TT qir , 

— . r*/\c îi 


^ = iV3-.^5-iv5-s/5, 


sin 2? =r ros — = 7 \/3 H- -f- 7 V^5 — . 

20 20 4 4 

On oblîendra sin ™ rt cos— à Taido des formules 
20 • 20 


on trouve 


47T . 2ff 27T 

sin — = 2 sin — cos — ^ 


20 


20 20 


4tT 27T . 2Tf 

ros ^ = cos’ Sin’ — : 

20 20 # 20 


. A-n Ôtt I , ,> 

sin — = cos — = 7 V 10 — 2 V5, 

. 20 20 4 

. 6tt At> 1 -f- 

, sin — =: cos — = 7 

20 20 ^ 4 

3 T' 3 TT 

On aura sin — et cos — par les formules 
20 20 ^ 


20 

3 


it il . Stt I / . bn 

- = - \/ I 4- sin V/ I — sin — 7 

O 2 V 20 2 V 20 


3ir 1,1 . 6îr I / . bir 

— = -\/ I 4- sin 1-^ \/ • — sin — ; 

20 2 V 20 2 V 20 


on trouve 


sin — = cos — = y V 5 4- v^5 — 7 V^3 — \J5, 

20 20 4 4 

sin^^ ~ cos — = y y'5 4- + 7 V3 — \/5. 


20 


4 


Enfin on a 


Stt ' Stt v ^2 

sin — = ros — = — ; 
20 20 2 
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donc , en résumé , on a , 


67 


I=.Av'3 + V5-]v5-s^; 


TT OTT 

sin — = cos — 

00 7.0 

, 27 f 8;: 1 / 

sin — = cos — = 7 \ — I -H 1/5 ) , 
20 20 4 

3 ;: 

4’“ ' 4 


sin — = cos ^ = 7 V 5-+-\/5 — 7 V 

20 A ' 


20 


. /lt Ôtt 1 

sm - — = cos — = 7 V *0 ■ 
20 20 4 

. Stt Stt I 

sin — = cos — = - V ? 9 
20 20 2 


-,2 s/5-t 


67: At : I / 


Sin 


20 

11 

20 


: COS 


20 
3t7 
20 
2 77 


' ^ 7^~ v5 + 1 V 3 — V5» 


. Stt . 

sin = cos : = 7 V 10 2 1/5 ' 

20 20 4 - » 

. Qlt 

sin = cos — 


— I V 3 + 4- ^ \ 5 — ^ 


A l’aide de ees formules, on pourra ealeuler les sinus 

et cosinus des multiples de— avec une approximation aussi 
grande que l’on voudra. 


Questions proposées. 

1. La circonférence de rayon i étant partagée en trente 
parties égales, trouver les longueurs des droites qui joignent 
l’un des points de division à tous les autres. 

2. Démontrer que si a , /> , c sont trois arcs dont la 
somme est égale à tr , on a : 

..'i l> c n b c 

I . cot — t- cot — h cot — = cot - rot - cot 

, 2 2 2 222 

„ . ■ J . , n b e 

2®. sin e + sin A -f- sin r =■ 4 cos - cos - cos 

2 2 2 
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3“. sin ? n H- siii 2 i sin 2 r = 4 ‘■‘•s " ‘‘■"S ^ cos c ; ■ • 

4 ". eus 2 n cos 2 i + cos 2 c + 4 cos a cos b cos c 4- 1 = 0; 

5 ". cos 4 O •+■ cos 4 b cos -4 c 4 - I = 4 cos 20 cos 2 6 cos 2 c ; 

_ <J é c , 77 a 7: 77 — c 

D". cos — t- cos — h cos - = 4 cos — > — cos J— cos — , — ; 

2 2 2 4 4 4 

77 — c 


U .« . h . C .a b . c 

o“. sin’ — I- sin’ - 4- sin' — h 2 sin - sin- sin -= i ; ' 

2 2 2 2. 2 2 

sin’ o 4 - sin’ 4- sin’ c — 2 cos a cos b cos c = 2 ; 

10"; sin’ 2fl 4- sin’ 264- sin’ 2c 4- 2 cos 2 a cos 2 b cos 2c = o. 


Démontrer que 

. , . .abc 

sin a 4- sin o 4- sin c — 4 cos - cos - cos - 

222 



.a .b . c. / . ir — •tt . 77 — b . 

■J", sin — h sin - 4 - sin i= 4 sin — > — sin —, — sin 

'222 4 4 


. a 4 - b + c — 77 I 
sin -, 


3(1 — b — c — 77’ Z b — c — a — 77' 

cos -, — ■ -h cos 7 

4 4 

3 c — a — b — 77 a -h b + c — 77 


4- eos - 


t 


quels que soient les are^ «, i, c. 
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' livre troisième, 

* . ‘ • f 

CONSTRICTION DES TABLES DE FONCTIONS ClRCliLAIRES. 

Propositions préliminaires. — Théorèmesqtii rcsollenl des propositions pre- 
cedentes. — Division de la circonférence. — Construction d’une Table 
de sinus et cosinus. — Tables des logarithmes des fonctions circulaires. 
— Disposition des Tables de Gallet.. — Usage des Tables. Développe- 
ments sur une application des Tables de fonctions circulaires. 


78. Pour faire usage des fonctions circulaires, il faut 
qu’on puisse calculer les valeurs des lignes trigonomêtriques 
d’un arc donné, et réciproquement trouver la valeur d’un 
arc quand on connaît l’une de ses lignes trigonomêtriques. ' 
Pour arriver à ce but, il est indispensable de construire 
d’abord une Table qui donne immédiatement les valeurs des 
lignes trigonomêtriques correspondantes à des valeurs suc- 
cessives de l’arc comprises enU* o et et dont l’intervalle 

soit suffisamment petit. Nous allons indiquer par quels 
procédés on peut construire une pareille Table; on verra 
ensuite comment, à l’aide de cette Table, on peut trou- 
ver les lignes trigonomêtriques d’un arc quelconque donné , 
et réciproquement trouver le plus petit arc positif corres- 
pondant à une ligne trigoiiométrique donnée. 

La construction de la Table dont nous veiîons de parler 
repose sur quelques propositions très-utiles d’ailleurs dans 
un grand nombre de circonstances, et que nous allons 
exposer. 

Propositions préliminaires . 

79. Théorème I. — Tout arc compris entre o et - est 
plus grand que. son sinus et moindre que sa tangente. 
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Soient AM =x { Jig. 6 ) un arc compris entre o et -5 

.MP son sinus et AT sa tangente. Prolongeons Mï^ jusqu’à 
sa rencontre en N avec la oiix-onférence, et menons la tan- 
gente TI; on a. , 

arcMAN>MN, et arc AMI<J AT -f- Tl. 

Or l’arc x est moitié de MAA ou de AMI, sino: est moitié 
lie MN , et tang x est égale à chacune des lignes AT et TI ; 
on a donc 

x^sinx et .r<^tangx, 
ce qu’il fallait démotitrer. 

Re.marque. — La différence x — sin x est d’autant plus 
petite que x est plus petit. 

Soit , en effet , Am un arc moindre que AM , et dont le 
sinus est mp , menons mli parallèle à OA ; «n a évidemment 
Mil conle Mm, et, à fortiori , 

M/l arc Mm, 

c’est-à-dire 

MP — m/»<]arcAM — arc Am, 
ou 

arc Am — m/y arc AM — MP, 
ce qu’il fallait démontrer. 

80. Théorème II. — ^ Si l’arc x décroît de^ à o, le rap- 

port * f/ui est constamment moindre (fue i, augmente 

et s’approche indéfiniment de l’unité. 

„ , . 1 - . J . 1 sin X 

1°. Je dis que si x décroît de o, le rapport 

augmente, ou, en d'autres termes, que l'on a 

sin X sin (x - 1 - A) 

> , — 

X X -f- /l 

si X et h sont positifs et que x ->r h soit inférieur à 


Digitized by Google 


> • LIVRE TROISIEME. ^1 

* H 

Kn développant sin (x + A), celle inégalité prend la forme 
(.r -h A) sinx ^ x(co8 A sin JT -f- sin A cosx), 
ou, en divisant par cosx:, 

0 

(x+ A) lang X X ( cos A tangx -|- siiiA), 

ou . • ' . 

x^tangx(i — cos A) ■+■ A tangx — x sin A ^ o , 

ou, en divisant par xA, 

I — cos A /tanex 'sinA\ ^ 

tangx— - >o, 

et on en reconnaît immédiatement l’exactitude, car i — cos A 

. .. tangx sin A ,, , , . , 

est posait , et — ^ — 1 est egalement , puisque la pre- 

mière fraction est plus grande que i , et la seconde plus 
petite (n” 79). 

2 ". Je dis que si x décroît jusqu’à zéro, on aura 
sinx 

lim = I pour X = O. 

Kn ell'el, à cause de tangx = on peut écrire (u" 79) 


sin X X • 


ou, en divisant par sinx, 


sin X cos X 


11 suit de là que le rapport — est compris entre l’unité 
et la fraction — ^ dont la limite est l’unité pour x= o; 


on a 


donc 


lim 


X sinx 

=I (Ml lim =1. 

Sinx X 
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81 . Théorème III. — La d^'èretic.e entre un arc plus petit 
que ~ et son sinus est moindre que le quart du cube de 


TT 
2 

V arc. 


Soit X un arc moindre que “i on a (n“ 79 ) 


X . ,r. 

tang->-, 
2 2 


OU 


. X ^ X X 

sin->- cos -T 
2 2 2 


d’où, en multipliant par 2cos~v 

X . X 

sinx"^ X cos* - X — -V sin* - 5 
2 2 


Mais on a 


X — sin Jt X sîn* -• 
2 


XX X x^ 

sin-<;-i sin’-<;-^; 
2 2 2 4 


on a donc , à fortiori , ^ ■ 

X — sinx C^.^, 

ce qu’il fallait démontrer. 

Remarque. — On a ainsi deux limites, savoir x et 
X — entre lesquelles est compris sin ,r. On peut en dé- 
duire facilement deux limites entre lesquelles se trouve 
compris cosx; on a, en effet, 

' a 

COS X = I — 2 sin* - J 

V 2 

et, comme sin- est compris entre - et î — 011 a 

2 ^ 22 32 

d’abord 

^ / 

(OSA > I 1 

2 
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puis 


et , fl fortiori , 




<'-7 


COS X I ! — ^ 

2 10 


X* X* X* 

Ainsi cos x est compris entre i — — et i — — -I- -jg- 


Théorèmes qui résultent des propositions précédentes. 

8Ï. Les trois théorèmes qui .précèdent suffisent pour l’objet 
que nous avons en vue, la construction d’une Table de fonctions 
circulaires; le lecteur pourra donc se dispenser d’étudier les sui- 
vants , que nous avons cru cependant devoir présenter ici comme 
des exercices curieux et utiles. 

sin a: . . . .. 

TbéObème IV. — Le rapport est la limite vers laquelle 

X 

converge le produit 

JC X X X 

cos - cos y cos 5. . . cos — , 

248 2" 

lorsque l’entier n augmente indéfiniment. 

On a , eu effet , 

sin a: = 2 sin - cos -, 

2 2 

.r .XX 

sin - 2 sm V cos y , 

2 4 4. 

sin ^ = 2 sin g cos g , 


X .XX 

sin = 2 sin — cos — i 

2"-' 2" 2" 


uiltipliant ces égalités entre elles, et supprimant les factciiis 
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communs, il vient 


. X X X X X 

sin X = 2" sin — .cos - cos > cos 0 • • • «»s — > 
2" 240 2" 


cl, en divisant par x, 


. X 

sin — 

sin X 2" X X X X 

= — ^ — .cos - cos -7 cos 7;. , . cos — • 

X X 24°^" 


Or, lorsque n croît indéfiniment , — tend vei*s zéro , quel que soit 
Tare donné x ; donc le rapport 

X 

sin— 

2" 

X 

\ ^ . 

a pour limite l’unité, et l'on a 

^ t- 

=; lini cos - cos % cos - . . . cos ^ , pour « = oo , 
ce qu’il fallait démontrer. 

85 . Théorème V. — La différence entre un arc plus petit que 
- et son sinus est moindre que le sixième du cube de cet arc. 


Nous avons trouvé (n° 81 ) 


cos X ^ 1 » 

2 


on déduit de là 


(0 


t cos - cos 7 cos 5 . . . cos — 

240 2* 


Je dis que l’on a , à fortiori , 

X .r X / x‘ .r’ X- \ 

7 cos „... cos— >1 — I 1 TT 1 ’ 

4 8 2" \ 2’ 2‘ 2"“ ' / 


(2) cos - COS -f 

2 4 
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JC X X ^ \ 

(3) cos-cos^cosg.. . ‘=osr.>'~\^6 T^'/ 
En effet , en faisant n = 2 , dans l’inégalité ( 1 ) il vient 


X 

COS - cos 
2 


et, à fortiori, 


cos - cos -y ^ I 

.2 4 




on a , par suite , 


' X 

cos - cos 
2 


X X. / X’ x-\ / x’ 
^coSg>(^t 

x'x'x^- 

^ * 2^ 2' 2 

t 

En continuant ainsi , on obtiendra l’inégalité ( 2 ), ou l’inéga- 
lité (3) qui e.xprime la même chose. V™égalité (3) ayant lieu , 
quel que soit n , on aura à la limite , pour n = 00 , 


XX X x’ 

lim cos - cos 7 . • . cos — > t — g-î 
•>. A 2 " O 


ou (n“8«) 

(4) 

et 


sin .r X 

— > ' - fi 


6 ’ 


X^ • . X’’ 

sin x~^ X — g-, X — sin x -g-! 


ce qu’il fallait démontrer. 

Rrmarquel. — H peut arriver que deux variables « etc, qui 
tendent vers deux limites U et V, satisfassent constamment à l’iné- 
galité 

« > I-, 

et qu’à la limite ou ait 

Il = V. 

D’après cela on pourrait craindre que l’inégalité (3) n’entraîne pas 
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nccessairemenl l'incgalité (4)« ou, en d'autres ternies', qu’un 
n’ait, pour certaines valeurs de x , 

sin X ar’ ^ 

X 6 ’ ■ ^ 

mais on verra que cela est impossible, si l’on considère que l’ine- 
galitc (3) a été obtenue en multipliant une suite d’inégalités dont les 
premières ne contiennent, pas la lettre /i, et demeurent toujours 
des inégalités même à la limite. 

Remarque II. — On a, par ce qui précède, deux limites plus 
rapprochées que celles du n" 8i, et entre lesquelles est compris 

sin x; ces limites sontx et x — Par un raisonnement iden- 

o 

tique à celui du n°8I, on déduit de là que cos x est 'compris 
entre les deux limites i — — et i — — + Ces limites de sin x 

2 2 ,24 

et de cosx sont les plus rapprochées qu’on puisse assigner. 

84. Théobéhe VI. — La différence entre un arc moindre que 
- et sa tangente est plus grande que le tiers du euhe de l'arc. 

Soit X un arc compris entre o et- ; on a (n" 83) 


d’où , en divisant. 


sin X ■> X — 

O 

cos X <T I 1 7 > 

2 24 


lang X ^ 


X’ 

6 


X' 

I 

2 


X' 

24 


Effectuons la division indi(|uée dans le second membre , justpi’à ce 
qu’on ait deux termes du quotient; il vient 

X^ / x' V 

X - 8 \ g ,) 

lang X >x H-— -I 

X- x' 

I 1 -, 

2 24 
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Or I — — est positif si x est <T 3 , et , à fortiori , si x est — ; 
9 , - 


77 

ir 

7 . 


pareillement i — "J ^ positif si a; est <^ ^(> — on 

I ' 

~ (3,i8. . .) et , .'t fortiori, si a: est on a doue 

. .r' 

tang X ^ a- -f- j-ï 


tang a: — ar > -J , 
ce qu’il fallait démontrer. 

8t$. Théorème VII. — Tout arc compris entre o et ^ est moindre 

que le tiers de sa tangente augmenté des deux tiers de son sinus. 

On a (n“t 83, 84) 

. J7^ 

2x — 2sina:<^— , 


on déduit de là 


tang X — •î’ > -3 ; 

2 X — 2 sin X tang x — x , 


2 . 

J <. 2 Ung X + - sin X, 


ce qu’il fallait démontrer. 


Division de la circonférence. 

8(5. Jusqu’ici nous avons représenté les arcs par Ic.s 
nombres qui les mesurent; mais, dans les applications de la 
théorie des fonctions circulaires, on a trouvé plus commode 
de les évaluer eu indiquant combien de fois ils contiennent 
une certaine partie aliquote de la circonférence. A cet 
ellct, 011 est convenu de partager la circonférence entière 
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(lu cercle en 36 o parties égales, au\qu(;lles on a donné le 
nom de degrés , en sorte que la dorai-circonference ren- 
ferme i8o, et le quadrant 90 degrés. Chaque degré se sub- 
divise en 60 minutes, et chaque minute en 60 secondes.' 
Les degrés, minutes et secondes se représentent par 
Ainsi un arc contenant 17 degrés 4 minntes 35 secondes et 
7 dixièmes de seconde, sera représenté par 

.7- 4 ' 35 ", 7. 

Si a désigne la longueur d’un arc , IV le nombre de degrés 
qu’il renferme, on a la proportion 

a _ W 

180’ ; 

qui fera connaître l’un des nombres a ou ]N quand l’autre 
sera connu. 

Veut-on, par exemple, avoir le nombre de degrés con- 
tenu dans l’arc égal à 1 , on aura 



TT 


la valeur de - est 
r 

- = 0,3183098..., 

et l’on trouve, à moins d’un centième de seconde, 

N = 57” i 7 ' 44 ", 75 . 

Construction d'une Table de sinus et cosinus. 

87 . Tous les arcs pouvant, comme on l’a vu, être 
ramenés au premier quadrant, il suffit de connaître les lignes 
trigonométriques des arcs de o'à 90 degrés. On peut même se 
borner aux arcs compris entre oet 45 degrés , car deux arcs 
complémentaires, comme (45-1-5:)“ et ( 45 — «)”> ont 
les mêmes lignes trigonométriques. En outre, si les sinus 
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'el cosinus sont connus pour tous les arcs compris entre 
O et degrés , les quatre autres lignes trigonométriques 
pourront se déterminer par les relations que nous avons 
fait connaître (n° 32). 

Cela posé , proposons-nous de construire une Table des 
sinus et cosinus de tous les arcs de lo en lo secondes, de- 
puis O jusqu’à 45 degrés. 

88. Sinus et cosinus de l’arc de 10 secondes. — Dési- 
gnons par £ 'la longueur'de l’arc de 10 secondes; on a, 
en observant qu’il y a 648000 secondes dans la demi-cir- 
conférence , 

, ( 10 

TT 648000 

d’où 

■ TT 

d’ailleurs, 

rr= 3 , i 4'59 26535 89793 23846: . . , 
et l’on trouve 

i = 0,00004 8481 3 68110 



Ces deux limites de sin 10" ont les douze premières déci- 
males communes, et l’on voit qu’on a, à moins ü’une demi- 
unité du treizième ordre décimal , 


sin 10" = 0,00004 8481 3 681. 
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Pour avoir cos lo^' ou co$£, on pourrait se servir de la 
formule cos £ = y^i — sin*e; mais on arrive plus simple- 
ment au résultat , en se rappelant (n® 81 ) que l’on a 

e* s‘ " '■ 

ros « > 1 et cos € c' i 1 

’■ a i6 

Comme s est CT o,oooo 5 ou cT — — , on a 

2. io‘ ’ 


et , à fortiori , 


i6 256 -io'‘' 

C* I 

TB ^ 2 . lo'* ’ 


g* 

d’où il suit que i — ^ valeur de cos e approchée à 

moins d'une' demi-uni té du dix-huitième ordre décimal. En 
se bornant aux treize premières décimales, on trouve 

cos lo" = 0,99999 99988 248. 

89 . Sinus et cosinus des arcs de 10 en 10 secondes, de- 
puisojusquà 45 degrés. — Formules de Thomas Simpson. 

Nous allons faire voir maintenant comment le sinus et 
le cosinus de l’arc de 10 secondes étant connus, on peut 
calculer les sinus et cosinus de tous les arcs de 10 en 10 se- 
condes, depuis O jusqu’à 45 degrés. On pourrait , pour cela , 
se servir des formules 


sin (a -I- b) = sin a cos b -t- cos a sin à , 
cos (a -f- è ) = cos a cos b — sin a sin b ; 

car le sinus et le cosinus de 10" étant connus, on aurait, 
par ces formules, le sinus et le cosinus de 20" en faisant 
l> = a = lo"; on aurait ensuite le sinus et le cosinus de 3 o" 
en faisant, dans ces mêmes formules, a — 7.0", h= 10", et 
l’on continuerait de la sorte jusqu’à 45 degrés. Mais le pro- 
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lédé suivant, dù au géoinèlie anglais Thomas Simpson, 
t onduit plus sinipleineiu au résulial. 

Si , dans les formules 

sin (o H- i) -f- sin (rt — b) = i cos b sin a, 

cos (o + ^ ) + cos ( (7 — b) ~ 7. cos b cos a , 

un pose a = mb , il vient 

(i) j ('" + ')*= 2 cos A sin mb — sin (m — i) A, 

I cos (m + i) A = a cos A cos mb — cos {m — i) A. 

Si l’on fait b= lo", et que l’on donne à m les valeurs 
successives i, a, 3 , etc., les foi-mules (i) de Thomas Sim- 
pson donnent 

sin 2 o" = a cos i o" sin i o" , 

cos ao" = a cos’ i o" — i , 

sin 3o" = a cos io"*sin ao" — sin lo", 

cos 3o" = a cos lo" cos ao" — cos lo" , 


On voit que généralement, quand on connaîtra les sinus 
et cosinus de deux multiples consécutifs de lo", les for- 
mules (i) feront connaître le sinus et le cosinus du mul- 
tiple suivant. Mais on peut encore abréger ces laborieux 
calculs : le multiplicateur constant a cos lo" diffère peu de 
deux unités ; en posant 


on a ( n° 88) 


a cos I o" =r a — /( , 

A z= ooooo oooo3 5o4 ; 


alors les formules (i) deviennent 


(a) ! f*'" — sin mb] = [sin mb — sin(w _ , ) (!,j _ ^ sin mb 

I [cos (m -I- I ) A — cos otA] = [cos mb — cos(m ~ i) b\ ~ b cosmA ' 

Ces formules (a) serviront à calculer les différences 


( 3 ) 


) sin (/«-(- I) A — sin mb, 
I cos (/» -t- i) A — cos mb. 


6 
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à [’aide (les différences précédentes, 

... j sin mi — sin (m — j) é , 

I cos mi — cos (m — i ) t , 

qu’on a préalablement calculées , ainsi que sin /ni et 
cos mi. Ajoutant ensuite respectivement aux dill’érences (3) 
les valeurs connues de sin mi et de cos mi , on aura 
sin (m + I ) A et cos (/n -fc- i) i- 

Les différences (3) se déduisent facilement des diffé- 
rences calculées (4) ; il suffit , en effet, d’en retrancher res- 
pectivement les produits i sin mi et A cos mi, dont l’un 
des facteurs est constant, et ces produits se feront assez 
rapidement, si l’on a eu soin de former d’abord une 
T able des produits de A par les lu'uf premiers nombres. 

90. Lorsqu’on aura calculé , par la méthode précédente, 
les sinus et cosinus des arcs de lo en lo secondes, depuis 
O jusqu’à 3o degrés, on pourra obtenir les sinus et cosinus 
des arcs, compris entre 3o et 45 degrés , par la soustraction 
seulement. 

En eflét , en se rappelant que sin do” = on a (n” 44) 

sin ( 3o“ -f a) -H sin { 3o" — *) = cos a , 
cos ( 3o" — a) — cos ( 3o“ a; = sin a ; 

d’où l’on tire 


1 sin ( 3o" -)-«) = cos a — sin ( 3o" — a) , 

^ ' I cos ( 3o“ -t- a ) = cos ( 3o" — a ) — sin a. 

Ces formules (5) donnent le moyen de calculer les sinus et 
cosinus des arcs au-dessus de 3o degrés, lorsqu’on connaît 
les sinus et cosinus des arcs au-dessous de 3o degrés. 

9i . Quelque pénibles que soient les calculs dont nous ve- 
nons de développer la marche, on conçoit la possibilité de 
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former, par leur moyeu, la Table dos sinus et cosinus dè 
tous les arcs de lo en lo secondes, depuis o jusqu’à 45 de- 
grés. Il y a lieu de penser toutefois que, dans le courant 
des calculs , les erreurs devront s’accumuler, et que les va- 
leurs des sinus et cosinus calculés seront demoins en moins 
approchées. Or. on a un moyen très-simple de déterminer le 
degré d’approximation que l’on aura atteint. Nous avons 
donné, en effet (n” 77 ) , des formules qui permettent de 
calculer , avec une approximation aussi grande que l’on 

veut, les sinus et cosinus des multiples de l'arc c’est-à- 

dire de tous les arcs de 9 en 9 degrés , depuis o jusqu’à 
90 degrés , en sorte qu’en comparant les résultats déduits 
de ces formules avec ceux obtenus par la méthode du n” 89 , 
on jugera avec quelle approximation cette méthode a fait 
connaître les sinus et cosinus des arcs de 9 en 9 degrés , 
et , par suite aussi , les sinus et cosinus des arcs intermé- 
diaires. 

Table des logarithmes des fonctions circulaires. 

92 . Dans les applications numériques, on opère toujours 
par logarithmes , aussi a-t-on bien plutôt besoin de con- 
naître les logarithmes des sinus, cosinus , etc., que ces lignes 
trigonométriques elles-mêmes. Or les sinus et cosinus des 
arcs de 10 en 10 secondes ayant été calculés, on pourra 
former la Table de leurs logarithmes. Cette Table une fois 
etmstruite , on formera celle des logarithmes des tangentes 
et colangcntes à l’aide des formules 

log tang X = log sin x — log cos x, 
log cot X = log cos X — log sin x. 

(,)uant aux sécantes et cosécantes, elles ne sont point 
employées; d’ailleurs leurs logarithmes sont égaux et de 

(>. 
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signes conlraires aux logarilhmcs des cosinus ei sinus [* ]. 

Les meilleures Tables de logarithmes des sinus, cosi- 
nus, etc., sont celles de Gallet; nous allons en indiquer 
la disposition et l’usage, mais nous avons auparavant une 
remarque importante à faire. 

Les sinus et cosinus des arcs de o à t^o degrés, les tan- 
gentes des arcs de o à 4 ^ degrés , et les cotangentes des arcs 
de 4^5 à 90 degrés sont inférieurs à i, en sorte que leurs 
logarithmes sont négatifs. On a voulu éviter, dans les Tables 
de Gallet, l’emploi des caractéristiques négatives, et l’on a 
ajouté 10 à tous les logarithmes négatifs. G’esi là un arti- 
fice de calcul , analogue à celui des compléments arithmé- 
tiques dont on fait un si grand usage. 

Disposition fies Tables fie Cnllel. 

93. La première de ces Tables contient les logarithmes 
des sinus et des tangentes de seconde en seconde pour les 
cinq premiers degrés avec sept décimales; mais le sinus 
ou la tangente d’un arc étant le cosinus ou la cotangente 
de son complément, cette Table donne aussi les loga- 
rithmes des cosinus et des cotangentes des arcs au-dessus 
de 85 degrés. 

Les degrés sont marqués hors du cadre en haut et eu baa 
de chaque page, les minutes occupent la première et la 
dernière ligne, et les secondes la première et la dernière 
colonne. Ghaque page à gauche ne contient que des sinus 
et des cosinus, et chaque page à droite que des tangentes 
et des cotangentes. ainsi qu’on le voit par les titres de ces 
pages. 

Les Tables suivantes contiennent les logarithmes des 

[* I On trouvera, dans le livre sixième , des formules à Vaide desquelles on 
peut calculer directement , et avec Tapproximation qu’on désire, les lo- 
parithmes dos sinus, cosinus, tangentes et cotangentes He tous les arcs. 
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sinus, cosinus, laiigeiites el colangentes de lo en lo se- 
condes pour tous les degrés du quart de cercle. On y re- 
marque les degrés écrits hors du cadre en haut et en bas 
de chaque page. Les minutes et secondes qu’on y voit à 
la première et à la seconde colonne se rapportent aux 
d^rés qui sont écrits en haut; les minutes et secondes 
qu’on y trouve à la dernière et à l’avant-dernière colonne 
se rapportent aux degrés qui sont marqués au bas de la 
page. 

La troisième colonne contient les logarithmes des sinus 
des arcs dont les degrés sont indiqués au haut de la page, 
et dont les minutes et les secondes sont marquées dans la 
première et dans la seconde colonne. La, troisième colonne 
est intitulée sinus, mais il faut lire logarithmes des sinus. 
Il en est de même des autres. La quatrième colonne con- 
tient les diil'érences des logarithmes des sinus, ainsi que 
son titre raimonce : chaque nombre de cette colonne ii’csi 
pas dans l’alignement de ceux de la colonne précédente; ils 
se trouvent tous descendus d’une demi-ligne, et chacun 
d’eux exprime la diilérence qu'on aurait, si l’on sous- 
trayait l’un de l’autre les deux logarithmes entre lesquels 
il se trouve. Les colonnes cinquième et sixième con- 
tiennent les logarithmes des cosinus des mêmes arcs et leurs 
différences; les colonnes septième et huitième contiennent 
les logarithmes des tangentes et leurs dillérences; enfin la 
neuvième colonne contient les logarithmes des cotangentes 
des mêmes arcs; leurs différences sont les mêmes que celles 
des logarithmes des tangentes : c’est pour cela qu’on a in- 
titulé la colonne qui contient ces dernières, différt'nces 
communes. 

Si l’on ne considère que les degrés qui sont à la tète de 
chaque page, ou croira que les Tables ne s’étendent que 
jusqu’à 45 degrés ; mais si l’on observe que chaque colonne 
a deux litres; que la colonne marquée par en haut sinus, 
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est marquée par en bas cosinus; que celle qui est iiililulée 
par en haut cosinus, est intitulée par eu bas sinus; qu’il 
en est de même des tangentes et des cotangentcs; on verra 
qu’en consultant les degrés, ainsi que les titres des colonnes 
qui sont en bas de chaque page , et les deux dernières co- 
lonnes vers la droite des mêmes pages, on aura les loga- 
rithmes des sinus, cosinus, tangentes et cotangentes des 
degrés, minutes et secondes depuis 4^ jusqu’à yo degrés. 

lUa^e des Tables. 

yi. Nous allons développer la solution des deux pro- 
blèmes que les Tables fournissent le moyen de résoudre. 

Problème I. — Connaissant le nombre de degrés , mi- 
nutes et secondes d 'un arc moindre que 90 degrés , trouver 
le logarithme du sinus , du cosinus , de la tangente ou de 
la cotangente de cet arc. 

Premier cas. — Si le nombre donné est composé de 
degrés , de minutes et de dizaines de secondes, on cherchera 
d’abord le nombre des degrés parmi ceux qui sont écrits en 
haut ou eu bas des pages; en hauts’il est moindre que 45 de- 
grés, au bas s’il est plus grand. On suivra la première 
colonne qui va en croissant de haut en bas , si le nombre 
des degrés se trouve en haut de la page , ou la dernière <[ui 
va en croissant de bas en haut , si le nombre des degrés se 
trouve en bas; on suivra, dis-je, l’une ou l’autre de ces 
colonnes dans le sens suivant lequel elle croît , jusqu’à ce 
qu’on rencontre le nombre des minutes données ; on pas- 
sera dans la colonne des secondes sans quitter la ligne des 
minutes trouvées; on suivra dans le même sens cette co- 
lonne , on y trouvera les dizaines de secondes , et sur la même 
ligne le logarithme du sinus, du cosinus, de la tangente et 
de la cotangente que l’on cherche. 

\ eut-on , par exemple, le logarithme de la tangente de 


I 
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79 " 5 i' 4 <’*i 79 degrés se trouvant au bas de la page, on 
ïuoutera le long de la dernière eolomie qui va en croissant 
de bas en hautj on trouve 5 i minutes dans celte colonne: 
on passe à la colonne précédente qui est celle des dizaines 
de secondes; on monte le long de cette colonne et l’on ren- 
contre 4o secondes; sur la même ligne et dans la colonne 
marquée par en bas tangente, on trouve 0,7475657. C’est 
le logarithme cherché. On a ain.si 

log tang( 79 “ 5 i' 4 o") = o, 7475657. 

Veut-on , pour second exemple , le logarithme du sinus 
de 1° 24^ 5 o"; 2 degrés se trouvant en haut de la page, on 
descend le long de la première colonne qui va en croissant 
de haut en bas; un trouve 24 minutes dans celte colouiie : 
on passe à la colonne suivante qui est celle des dizaines de 
secondes; ou descend le long de cette colonne et l’on trouve 
5 u secondes; sur la même ligue et dans la colonne intitulée 
par eu haut sinus, on trouve 8,6244662. C’est le loga- 
rithme cherché, augmenté de 10 unités. On a ainsi 

log sin ( 2“ 24' 5 o" ) = 2 ,6244662. 

t Deuxième cas. — Si le nombre donné contient en outre 

des unités de secondes et des fractions de secondes , on com- 
mencera par réduire les fractions de secondes en fraction 
décimale; on cherchera ensuite, comme nous venons de 
l’expliquer, le logarithme du sinus ou de la tangente de 
l'arc donné, en faisant abstraction des unités et des frac- 
tions décimales de secondes, dont nous désignerons l’en- 
semble par n. On prendra ensuite lâ ditTérence A qui 
existe entre le logarithme trouvé et celui qui vient immé- 
diatement après lui, en allant de haut en bas ou de bas en 
haut selon la marche que l’on suit; enfin ou ajoutera au 
logarithme Irouvé le nombre :t: déterminé par la projtor- 
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— (Ion xz= — • 

lo A 10 

el l'on aura le logarithme cherché. 

Si l'on veut le logarithme du cosinus ou de la cotangente 
de l'arc donné, on augmentera d'une dizaine le nombre des 
secondes de l’arc, el, après avoir supprimé les unités et 
fractions décimales de secondes, on obtiendra un arc qui 
surpassera l’arc donné d’une certaine fraction décimale n 
de secondes , on cherchera le logarithme de son cosinus ou 

de sa cotangenic, el l’on ajoutera ^ au résultat, A étant ici 

la dillërence qui existe entre le logarithme trouvé cl celui 
cjui le précède immédiatement en allant de haut en bas ou 
de bas en haut, suivant la marche que l’on suit. 

Ce qui précède repose sur le principe suivant : 

SU’on donne successivement à un arc quelconque deux 
petits accroissements , les accroissements correspondants 
du log sin ou du log cos, etc., sont sensiblement propor- 
tionnels aux accroissements de l’arc. 

On démontre, en effet, par des considérations qui ne 
peuvent trouver place ici, que l’erreur commise dans l’ap- 
plication de ce principe ne peut , en général , avoir d’in- 
iluencc sur la septième décimale du logarithme , pourvu 
que, comme nous le supposons, les petits accroissements 
de l’arc n’excèdent pas lo secondes. 

Au lieu d’ajouter, comme nous l’avons indiqué, le pro- 
duit X n , on ajoute successivement h; produit de 

par les diflérents chiffres de n , en négligeant les chiffres de 
CCS protluits partiels qui ne peuvent avoir d’influence sur 
la septième déciiuah'. On remarquera toutefois que si la 
huitième décimale doit surpasser 5 , il est convenable d’aug- 
menlci la septième d'une unité 


V 
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iNous indiquerons par des exemples le type du ealeul. 

i". Trouver le logarithme de sin (49" 53' 24", 3). 

Lop sin (49" 53' 20") = 1 ,8835459 4 = 177 unités du 7' 

ordre décimal. 

Pour 4' 70,8 

Pour o" , 3 5 , 3 I 

Log sin (49" 53' 24", 3) = 7 . 8835535 

2". Trouver le logarithme de cos ( 36“ 35' 36", 3). 

Log cüs (36 “ 35' 4o ') = 1 ,44046481 4 = i56 

Pour 3" 4^»® 

Pour o",7 <0,92 

Log cos (36“ 35' 36'', 3) = T ,9046538 

3". Trouver le logarithme de (79“ 5i'47"i2). 

Log tang (79" 5i'4o") = o> 747^657 4 = i2i5 

Pour 7" 85o,5 

Pour o", 2 24 , 3o 

Log rang (79“ 5 1 ' 47"» a) = o > 7476532 

4". Trouver le logarithme de col ( a3" 1 7' 22", 3 ) . 

Log col (23" 1 7' 3o") = o , 366o3 1 3 4 = 58o 

Pour 7" 4°6,o 

Pour o",7 4i*’6o 

Log col (23" 17' 22", 3) =0,3660760 

95. Problème II. — Le logarithme d’un sinus, d’un eo- 
sinus, d’une tangente ou d’une cotnngente étant donné , 
trouver le nombre de degrés, minutes et secondes de l’arc 
auquel il appartient. 

Premier cas. — On cherchera le logarithme donné dans 
l'une quelcoïKjue des deux colonnes qui ont pour titre la 
ligne trigonométrique à l’expression numérique de laquelle 
le logarithme donné appartient. Si on le tiouve parmi ceux 
qti’elle contient, on observera dans qui'l bout de la colonne 
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est le titre qu ou a consulté; si ce titre est en haut, nn 
jettera les yeux sur la seconde colonne à gauche, et dans 
l’alignement du logarithme oji trouvera un nombre de 
dizaines qui exprimera les secondes de l'arc cherché. On 
passera à la première colonne; si l’on y voit un nombre dans 
le même alignement, il sera celui des minutes cherchées, 
sinon on montera le long de cette colonne, et le premier 
jiombre qu’ou rencontrera sera celui des minutes; enfin en 
haut de la page on trouvera hors du cadre le nombre d«‘ 
degrés demandé. Mais si le titre en question est au bas , il 
faut recourir à l’avant-dernière colonne vers la droite, qui 
donnera de même les secondes; passer ensuite à la dernière 
colonne, sur laquelle on trouvera les minutes cherchées, 
soit dans la même ligne, soit en desi;endant le long de cette 
colonne. Enfin on trouvera au bas de la page, et hors du 
cadre, le nombre de degrés demandé. 

Veut-on, par exemple, le nombre de degrés, minutes et 
secondes de l’arc dont le log sin »‘st i,üï4*8o3; on cher- 
chera ce logarithme dans l’une des deux colotmes qui sont 
intitulées sinus, sans s’embarrasser de savoir si ce titre est 
en haut ou en bas de la colonne ; l’ayant trouvé , ou observe 
que le titre sinus est en haut de la colonne : on consulte la 
seconde colonne à gauche, et l’on trouve 5o dans l’aligne- 
ment de 9,354 i8o3 ; on passe à la première colonne , on n’y 
voit rien dans le même alignement; mais en montant 011 
rencontre 3 dans cette colonne; enfin en haut de la page et 
hors du cadre, on trouve i3 degrés. Le nombre demandé 
est donc 1 3“ 3' 5o''. 

Deuxième cas. — Si le logarithme donné ne sc trouve 
pas dans les Tables, ce qui est le cas le plus ordinaire, 
on cherchera les deux logarithmes entre lesquels il est com- 
pris; on prendra celui de ces deux logarithmes qui <;st du 
cêté du titre de la colonne dont on a besoin; on le re- 
tranchera du logarithme donné, ou l’on en retranchera 
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celui-ci, selon que l’un sera plus grand ou plus petit que 
l’autre; on aura ainsi une diflërence D, et en appelant A 
la difFérencc tabulaire des deux logarithmes entre lesquels 
est compris le logarithme donné , on déterminera le nom- 
bre X par la proportion 

D X J, , loü 

A lo’ A 

I.e nombre x moindre que lo exprimera les unités de se- 
condes et fractions de secondes renfermées dans l’arc cher- 
ché. Quant aux degrés, minutes et dizaines de secondes, 
on les obtient en substituant au logarithme donné celui de 
la Table qui en diflêre de ü, et nous avons expliqué plus 
haut le moyen de les trouver. 

Nous indiquerons par des exemples le type du calcul. 

i”. Trouver l’arc dont le log sin est i ,8835535. 

Log sin X = 1 ,8835535 

Pour 1,8835459 49“53'ao" A= 

D X lo 'j6o 4”»*9 



X = 49“ 53 ' 24*1 29 

a". Trouver 

l’arc dont le log cos est i,9o46538. 

J-Og cos X 

r = 1,9046538 

Pour 

1,9046637 36 ° 35 ' 3 o" A= i 5 <> 

D X 10 

990 6" 3 


X = 36 - 35 ' 36",3 

3 ". Trouver 

l'arc dont le log tang est 0,7476532. 

I-og tang 

X = 0,747653?, 

Pour 

0,7475657 79 ° 5 i' 4 o" a=i?i 5 

D X 10 

0 

00 


X = 79"5i'4'j",5. 
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4 “. Trouver l’arc dont le log cot est o, 366 oj 6 o. 

Log cot X = o,366o'jGo 

Pour 0,3660892 23*17' 20" li = 58 o 

D X 10 i 320 2", 28 

JT = 23 “ 17' 22", 28 

Développements sur une applicution des Tables de 
fonctions circulaires. 

96 . Pour que l’on puisse appliquer le calcul des loga- 
rithmes à la détermination de la valeur d’une expression 
numérique, il est nécessaire que cette expression ne con- 
tienne que des facteurs monômes ; autrement on dit qu'elle 
n'est pas calculable par logarithmes . Si une expression ne 
contient d’autres facteurs polynômes que des sommes ou 
des dilférences de deux sinus ou de deux cosinus, ou de 
deux tangentes d’arcs donnés, on la rendra calculable par 
logarithmes en faisant usage des formules du n" d’-i : aussi 
ces formules sont-elles d’une extrême importance. .Mais il 
existe une méthode générale pour rendre calculable par 
logarithme une expression qui ne l’est pas ; nous allons 
l’exposer avec détails. 

Considérons d’abord une expression binôme 
X z=: a + h , 

et supposons qu’on veuille avoir log je ; fl et ô sont des 
nombres positifs, dont les logarithmes seuls sont connus. 
Ou peut écrire 



Cela posé , la méthode consiste à déterminer un are auxi- 
liaire (jp, tel que l’on ait 

h 

lang T — 
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cet arc ijj, compris entre o et 90 degrés, se calculera par la 
formule 

log tang <f = loÿ b — log a , 
ou , en opérant par compléments , 

log tang If = log b -f- comp log a — 10. 

La valeur de x devient alors 

, , cos O H- sin B 

X = n ( 1 -4- tang ® ) = O i ; 

cos f 

mais on a 

sin f 4- cos If = cos (go“ — f ) -+• cos y 

= 2 cos 45® cos (45" — T ) = V* cos (45* — ?)» 


donc 


a \/ 2 cos (45® — f ) 
cos <f 


Cette formule est calculable par logarithmes; on en tire 

log J = logo -1- ^ log 2 4- log cos {45® — f) 

4- comp log cos If — 10. 

On opérera d’une manière semblable pour rendre cal- 
culable par logarithmes la formule 



X ^ a — b\ 

on posera 

h 


tant ® = - 9 

(1*011 



log tang f = log é 4- comp log o — 10, 
et la valeur de .r prend la forme 

« y/â cos ( 45”-t- f) 

cos f 

97. La méthode précédente s’applique à une expression 
polynôme quelconque a ± ô ± c ± en effet , on 

pourra, par l’emploi d’un arc auxiliaire, réduire d’une 
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iinilé le nombre des lernies de l’expression polynouie : avec 
un second arc auxiliaire, on diminuera encore ce nombre 
d’une unité, et l’on pourra continuer ainsi jusqu’à ce qu’on 
ait transformé l’expression en un monôme. 

La transformation que nous venons d’indiquer n’est pas 
la seule qu’on puisse employer; nous exposerons encore 
la suivante. 

On rendra calculable par logarithmes la formule a + ô , 
où a et b sont des nombres positifs , en posant - = tang* ip; 
car on a 

, , . . û 

(1 + n = rt ( I 4- tang’ » ) = 

cos’ç 

Si l’on a « ]> A , on rendra la formule a — b calculable 
par logarithmes , en posant b = a sin* ç ; car on a 

a — b = a(i — sin’<|i) =a cos-ç. 

Rien d’autres transformations peuvent être employées sui- 
vant les cas. Nous donnerons deux exemples. 

98. Problème I. — On propose de calculer les racines, 
supposées réelles, de l’équation 

x' — px -r q = O, 

dans laquelle p et q sont des nombres positifs dont les 
logarithmes sont connus. 

En appelant x' et x" les deux racines, on a 



Par hypothèse on a 7 posons donc 7 = ~ sin* ® ; 

l’arc P se calculera par la formule 


log sin V — log 2-1 — log (/ coiiip log P ■ 
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y = - (i 4 - cos f). = P cos“ - ? 1 
x" = - ( I — cos «) = O sin ’ - ®. 

•y. T ' y • 

I 2 fs doux rorniuifs sont calculables par logarithmes. 

99 . Problème II. — Tromper tous les arcs x qui satis- 
font à r équation 

fl sin a: 4- è cos x = c , 

où rt, b, c désignent des nombres donnés, positifs ou 
négatifs. 

On déterminera un arc auxiliaire 9 compris entre — 90” 
et 4- 90", fl tel que l'on ait 

h 

tang,f=:--, 


l’équation proposée devient alors 

fl ( sin X 4- lang y cos x) — r, 


sin X cos if 4- cos r sin ç : 


c cos f 


ou 


■ / 1 c cos » 

sin [x 4 - o) = -■ 


ün voit que le problème n’est possible que si est com- 

pris entre — i et 4 - t ; s’il en est ainsi, on calculera pai- 
les Tables un arc x„ satisfaisant à l’équation précédente, et 
alors toutes les autres valeurs de x seront données par les 
formules 

X 4- Ÿ = 2 X’ . i So'^ 4- (xo 4 " f ) , 
x-hf = (■>.( 4 - 1) i 8 o“ — (xo-f-fj, 
ou 

X = a /( . 1 80" 4- x„ , 

.r = ( a /( 4- i ) 1 8ü“ — 2 V — x„ , 
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formuli's dans lesquelles A désigne un enlier indéterininé 
positif, nul ou négatif. 


Questions proposées. 


1 . Démontrer que si x a une valeur déterminée , ei que h 
prenne des valeurs de plus on plus petites, on a pour /< = o : 


lim 

lim 

lim 

lim 

lim 

lim 


sin {x + h) — sin X 

l ~ 

cos (x A) — cos X 
h “ 

tang (x -4- A) — tang x 

1 

cot (x 4- A) — cot X 

Â ~ 


COSX, 

: — sinx, 

I 

cos’x’ 

r— 1 

sin’x 


SCC (x 4 - A) — séc X sin x 

A cos’ X 

coséc (x 4- A) — coséc x — cos x 
A sin’ X 


2. On partage l’arc AM = a x en p parties égales (yig'. 3) 
et l’on demande, i“ de déterminer les distances du centre 
des moyennes distances des points de division aux diamètres 
AA' et BB'; 2 “ de prouver qu’à la limite , pour p = oo , la 
distance du centre du cercle au centre des moyennes dis- 

, , , sin X 

tances est égale a — ^ • 
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LIVRE QUATRIÈME. 

TBIGONOatTUe BECTILM. 

But de \i\ iri0onoinclrie rectiligne. — Mesure dw angles. — Kelations entre 
les angles et les cotés d’un triangle rectiligne. — Résolution des triangles 
rectangles. — RésolOlion des triangles quelconques. — Détermination de 
l’aire du triangle et des rayons des cercles inscrit et circonscrit. — Du 
quadrilatère inscriptible. — Exemples de résolution de triangles où 
données ne sont pas toutes des côtés ou dos angles . — >• Usage des fonctions 
circulaires dans la géométrie. — Applications numériques. — Opérations 
sur le terrain. 

But de la tiigonoinélrie rectiligne. . 

t(M). 11 y a dans un triangle six éléments à coiisidéix'r, 
savoir, trois angles 4jl trois côtés. liésoudrc un triangle, c’est 
calculer les valeurs numériques de ses éléments, lorsqu'on 
a un nombre de données suffisant pour <|ue le triangle soit 
déterminé. < 

La trigonométrie rectiligne a pour but la résolution des 
triangles rectilignes. 

Les valeurs numériques des longueurs s’obtiennent en 
rapportant ces longueurs à une même unité; il tious reste 
à parler de la mesure des angles. 

Mesure des angles. 

KH . Soit un angle ,\OB {/ig. 7) ; décrivons de son .som- 
mel eoniine centre, avec un jayop quelconque, mie cir- 
conférence, et désignons par Tl et S les nombres d’unités 
eoiilemies dans le rayon OA c‘t dans l’are AB intercepté 

par les côtés de l’angle. Le rapport ^ est indépendant de 

la grandeur du ravon OA; car si l’on décrit, du jxiint O 
comme centre, une autre circonférence A'B', et qu’on dé- 

7 
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signe par R' et S' les nombres qui mesurent le rayon OA' et 

l’arc intercepté A'B', on aura, par un théorème connu , 

•T ■ ■ . . 

^ — -Ël 

R R' " • . 

Il résulte de là qu’en posant 

S ' • ' , ' 



le nombre o) ne dépend que de la grandeur de l’angle AOB; 
comme d’ailleurs l’angle AOP> varie proportipnnellemeut 
au nombre w, on jveut prendre o> pour sa mesure. Pour 
S=R, w se réduit à i; par conséquent, w représente le 
rapport de l’angle AOB à un certain angle qu’on peut choisir 
pour unité , et qui est tel que, si l’on décrit une circonfé- 
rence de son sommet comme centre , avec un rayon quel- 
conque, l’arc intercepté entre ses côtés est égal au rayon 
, de la circonférence. 

La formule S — Ro> est très-fréquemment employée datis 
les applications géométriques; elle permet de comparer 
facilement des arcs qui appartiennent à des circonférences 
ditférentes. 

' Si l’on prend le rayon OA pour unité linéaire, on aura 
R = I et w = S ; 

ainsi un angle est mesuré pur le même nombre que l’arc 
intercepté entre ses côtés par la circonférence décrite de 
son sommet comme centre, n^'cc V unité pour raj on. Il y a 
donc, au point de. vue abstrait, identité complète entre les 

angles et les arcs. Par exemple, le même nombre - repré- 
sentera indidéremment l’angle droit et le quadrant. 

El comme nous sommes convenus, dans les applications 
de la théorie des fonctions circulaires, de. désigner aussi les 
ares en indiquant combien ils renferment de degrés, mi- 
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nutes, secondcs> etc., ces mêmes nombres de degrés dési- 
gneront également les angles correspondants. 

Nous appellerons sinus, cossus, tangente, cotangente, 
sécante et cosécanie d’un angle, le sinus, le cosinus, la 
tangente, la cotangente, la sécante et la cosécante de l’arc 
intercepté par les côtés de l’angle sur la circonférence dé- 
crite de son sommet comme centre, avèc l’unité pour rayon. 

102. Nous désignerons toujours, dans ce livre, par A, 

B, G, les nombres de degrés contenus dans les trois angles' 
d’un triangle, et par a, b, c, les nombres qui mesurent 
respectivement les côtés opposés. 

lielations entre les angles et les côtés d’un triangle 

rectiligne. * 

103. Théorème 1. — Dans tout triangle rectangle, 
chaque côté de l’angle droit est égal à V hypoténuse mul- 
tipliée par le sinus de l’angle opposé, ou par le cosinus de *' 
l’angle adjacent . 

Soit ABC (ftg. 8) un triangle rectangle en A j du [loint C 
comme centre, avec l’unité pour rayon, décrivons l’arc de 
cercle MN, et abaissons MP perpendiculaire sur AC : les 
triangles semblables ABC et PMC donnent les proportions 

r _ MP ô _ CP 

«~cm’ ?~cm' 

On a d’ailleurs 

CM — MP =; sin C , CP = cosC ; 
donc il vient 

r = n sin C , b = n cos C , 

ce qu’il fallait démontrer. • . • 

Corollaire. — La projection d'une droite Jinie sur une 
direction donnée, située avec elle dans un même plan, est 
égale au produit de la droite finie parle cosinus de l’angle 
aigu qu elle forme avec la direction donnée. 
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Soit A' 15 ' (/%. 9) la projection de AB sur a:'x, menons 
AC parallèle à x'x; on aura A'B'= AC, , et, n cause du 
théorème précédent, *~- 

A' B' = AB cos BAC. 

La proposition énoncée est donc démontrée, car BAC est I 

égal à l’angle aigu que forme AB avec x'x. j 

lOi. 'rnÉORÈME II. — Dans tout triangle rectangle, \ 

chaque côté de l’angle droit est égal à Vautre multiplie \ 

par la tangente de l’angle opposé ou parja colangente 
de l’angle adjacent. , 

En edet , soit A l’angle droit ; on a , par le théorème pré- 
cédent. 

• c — n sin C , h = n cos C , 

d’où, en divisant, 

r 

J = lang C Pt c h tang C , 
ou r = b cot B , 

ce qu'il fallait démontrer. 

lOo. Remarque. — 11 ne saurait exister entre les angle» 
et les côtés d’un triangle rectangle de relations distinctes des 
trois stiivantes : 

B 4- C = 90“, I 

c=rosinC, è = «cosC; 

Par s’il y eu avait une, en y remplaçant c, h et B par leurs 
valeurs «sinC, ncosC, et 90" — C, on aurait une équa- | 

tion non identique entre a et C, ce qui est absurde. 

En ajoutant les deux dernières des relations précédentes, 1 

.après les avoir •'■levées au carré, 011 a la relatioji connue 

c’ 4- /)’ n‘. 

lOH. r iiÉoiiiiMF. III. — Dans tout triatiglc rectiligne, les 
côtés sont proportionnels au.r sinm des angles opposés. 
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Soit AlK] {pg- lo) un triangle dont les angles 15 ei C 
sont aigus; abaissons du sommet A la perpendiculaire AO 
sur la base BC : le point O tombe entre les points B et C, 
et les triangles rectangles ABO et ACO donnent (n” lOd) 

AO = csinB, AO = ésinC, 

d ’oii 

, . , b c 

csinB = «sinL, ou — - - = 

sin B sin C 

ce qu’il fallait démontrer. 

Si l’un des angles B on C est pbtus, C par exemple, le 
pied de la perpendiculaire AO tombe sur le prolongement 
de BC (yîÿ. ij), et comme deux angles supplémentaires 
ont même sinus, les triangles rectangb’s ABO et ACO 
donnent encore AO = c sin B = A sin (' , d’où l’on conclut , 
comme précédemment , 


b t 

sin B sin C 


107. Autre démonstration. — On peut encore démon- 
trer ce théorème de la manière suivante. Circonscrivons un 
cercle au triangle ABC {Jig. 12 ) , menons le rayon OB et 
abaissons OPM perpendiculaire sur BC; enCn, du point O 
comme centre, avec l’unité pour rayon, décrivons l’arc hni 
et abaissons bp peipendiculaire sur OM : l’angle A est égal 
à l’angle BO.VI, lequel a pour sinus A/>; on a donc 

sin A = bp. 

Mais les triangles semblables BOP et hop donnent 

ip _ Bl* _ BC 
T “ ÔB — 2OB ■ 


donc, en désignant par R le rayon dn cercle circonscrit au 
triangle, on a 
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«■c tjui inoiili'c que le sinus d'uti angle d’un triangle est 
égal nu rapffort du cote opposé au diamclre du cercle cir- 
conscrit. Enfin on déduit dif là ’ ■ 

n h , I 

sinA sinB sinC' 

ee (ju’il l'allait démontrer. 

108. lietnarcpie. — On a, d’après ce (|iii précède, les 
trois relations suivantes entre les angles et les côtés d’un 
triangle : •- 

I A 4- B -t- C = 1 8 o" , 

( I ) n b r 

I sin A sin B sin C ' 

or je dis qu’il u'cn saurait exister une autre distincte de 
celles-là. En ell'el, à cause de 


sin A = sin ( 1 80" — B — 0 ) = sin (B C ) , 


on tire des équations ^1 


A =: 1 8o“ — B — C , 
^ U sin B 


sin (B +- V. 

a sin C 
sin (B C; 


Si , maintenant , il existait , entre les angles et les côtés d’un 
triangle, une relation distincte des relations ( 1 ) , en y met- 
tant, au lieu de A, h, c , les valeurs (pie nous venons 
d’écrire, on aurait une (-(piation non identique entre le 
rôle a et les deux angles adjacents H et C, ce (jui est 
absurde. .Mais on peut déduire des équations ( 1 ) plusicuis 
autres relations importantes qui constituent autant de 
iliéorèmes qu’on peut établir directement. C’est cette 
inarebe que nous allons suivre, et nous montrerons en- 
suite eomtneiit les diverses relations que nous aurons trou- 
vées peuvent s(' d('duire les unes des autres. 
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109. Théorème IV\ — Dans tout triangle rectiligne, 
le carré d 'un côté est égal à la somme des caiTés des deux 
autres côtés , moins le double produit de ces deux autres 
côtés multiplié par le cosinus de l’angle rju’ils com- 
prennent. 

Soit ABC {Jig iq) uii triangle dont l’angle C 'est aigu; 
abaissons du sommet A la perpendiculaire AO sur BC : 
ou a 

' c'‘ — - a- -H b- — 2 o X CO ; 

mais le triangle rectaugle ACO donne (u” 103) 

CO = b eos C, ' • 

on a donc 

f == o’ + b- — 2 ab cos C. , 

Si l’angle Ci du triangle est obtus ( (ig. 1 1 ) , on a 

c‘ = rt’ -I- -K 2 rt X CO ; 

le triangle rectangle ACO donné 

CO = b cos ACO = é cos ( 1 8 o“ —■ C) = — b cos C , 

donc ou a ' 

a^-h b ’’ — 7.ab cos C, 

irommc dans le premier cas. Enfni cette formule a lieu 
encore quand C est un angle droit ; car , dans ce cas , cos C 
est nul , et elle se réduit à c' = a’ 4- A*. 

Corollaire. — Le théorème précédent fournit les trois 
relations suivantes : 

I n’ = é’ -f- c' — 2 bc. cos A , 
è’ = a’ -t- e’ — 2 ne cos B , 
c' =n‘-f- 6’ — 2 nécosC, 

qui contiennent chacune les trois côtés et un angle. 

, HO. Théorème V. — Dans tout triangle rectiligne, un 
côté est égal à la somme tles deux autres^ multiplies 
chacun par le cosinus de l’angle qu il forme avec le prenner 
côté. 
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Soir un triangle AlîC (Jig. 10 et 1 1 ); abaissons du som- 
met A la perpendiculaire AO sur lîC : on a, si les deux 
angles B et C sont aigus , 

rt = BO 4- OC , 

et si l’un des angles B elC, C par exemple, est obtus,, 
n = BO — OC. 

Mais, dans le premier cas, OC = b cos C, et dans le seeond, 
OC = h cos ( 1 80" — ■ C ) = — h cos C 5 dans les deux cas , 
BO = c cos B : donc on a , ' 

a ■=: b cos C 4- c cos B , 
ce qu’il fallait démontrer. 

Corollaire. — Ce théorème fournit les trois relations 

I a = b cos C 4- c cos B , 
b = c cos A 4- O cos C , 
c=z a COS B 4- i cos A . 

m. Pour déduire les équations ( 3 ) des équations (2), 
ajoutons les deux premières équations (a) ; il vient, après 
les réductions, 

c = a cos B 4- è cos A . 

C’est l’une des équations ( 3 ) ; on obtiendrait les deux autres 
de la même manière. 

Réciproquement, pour déduire les équations ( 2 ) des 
équations (3), ajoutons les équations (3); après les avoir 
multipliées respectivement par «,/.>, — c, il vient 

n’ 4 - è’ — c’ = 2 ai cos C , 
ou 

c’ = a’ 4 - è' — 7.nb cos C. 

C’est l’une des équations (2) j on obtiendrait de même les 
deux autres. 

H2. ISous venons de voir que les systèmes ( 2 ) et (3) 
sont équivalents; nous allons indiquer comment on peut 
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iléduire l’un ili- ees syslènuîs , ( 3 ) par e\eniple,ilcséijua- 
rions ibiidamcntalcs (i). 

La première des équations (^) donne 


d’où 


C= 180 " — (A -+-B), 

sin C = sin (A -H B) = sin A cos B + sin B cos A; 


remplaçant sin A , sin B , sin C par les nombres proportion- 
nels rt, />, c , il vient 


c z= a cos B -4- è cos A . 

C'est l’une des équations ( 3 ) ; on obtiendrait de mémo lés 
doux autres. 


H 3 . Les éijiiations [i) penwni se déduire des équations 
(2) ou ( 3 ), si l’on fait la restriction que la somme A-l- B-|-C< 
n’excède pas i~So^cgrés. — En drot,on tiredela promière 
dos équations ( 2) , 

— a’ 

cos A = ; î 

2 hc 

. — a' — b' — c‘ -h 20’ /i’ -■(- 2rt’c’-r- 2 é’c> 


par suite, 


sin’ A — O* — b' — c' 20 ’ 20 'c ’-t- 2 i’c’ 

fl’ ^a^b^c‘ 

. -1 1.1 * sin’ B sin’C 

Un trouvera évidemment la meme valeur pour t!t - 1 

car l’expressiou obtenue pour ^ic change pas quand 


on change les côtés a , l> , c les uns dans les autres; si donc 
on sait que A, B, C sont moindres que 180 degrés, leurs 
sinus étaut positifs, on peutécrirt; 

. sin A sin B sinC 

abc 


En second lieu, on peut éliminer a , h et c des éipiatious {2) 
ou ( 3 ) , car elles sont homogènes, et ne conlieinienl , si l’on 
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veut, (jue los rapports de deux côtés au troisième. Si 5 par 
exemple, on fait h = ar, c = «y, les équations ( 3 ) de- 
viennent 

J- =: X COS A -t- COS B , 
j: = cos A cos c , 

I = a: cos C -t- r cos B 

et , en éliminant .r et y, ou trouve 

cos’ .A cos’ B -I- cos’ C -t- 2 cos X cos B cos C = 1 ; 

si la somme des angles A, B, C n’excède pas 180 de- 
grés, on conclut de là (n” 48 ) ■ , 

A -é B -+- C = 180". 

Résolution des triangles rectangles. 

H t. J-a résolution des _ triangles reclangles oll're quatr»* 
cas distincts. 

Premier cas. — Étant donnés Vliypoténuse a et un angle 
aigu B, calculer l'angle C et les deux côtés h et c. 

L’angle C s’obtient immédiatement par la formule 

C = qo" — B ; 

ou a ensuite 

b = rt sin B , r = a cos B , 

d’où l’on tire • 

log à = log a -+- log sin B , 
log <^= log a 4- log cos B. . , y;;f/ 

Les deux dernières formules serviront à calculer les côtés 
l> et c. 

Deuxième cas. — Étant donnés l’Itj poténuse a et un 
côté h de l’angle droit, calculer le troisième côté c et les 
deux angles B eï C. 

On a 

h 

h = a sin B, <1 où sin H = - 9 

a 
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et 


log sin Ji = log 6 — log a = log b comp log « — 10 ; 
«■elle formule servira à calculer H. On aura ensuilc 
^ C = 90" — B , 

cl enfin on déterminera c par la formule 

c =. U cos B , ï, ' 

qui donne 

log r r= log a + log cos B. 

Troisième- cas." — Étant donnés l'un des côtés b de 
r angle droit et l'un îles angles aigus calculer le second 
angle et les deux autres côtés. 

L’angle inconnu se déterminera immédiatement par la 
formule 

B + C = 90". 

Ensuite Tliypoténuse a et le côté c se caleiileroni à 1 aide 
«les formules • 

b 


sin B 


) C — b col B , 


lui donneni 


log a = log b ■+■ coin P log sin B — 10, 
loge = log b +■ log col B 

Quatrième cas. — Etant donnés les deux côtés b et c 
de l'angle droit , calculer l’hvpoléniuse a et les deux an- 
gles aigus l> e/ C. 

Pour déterminer l’angle 11 on prendra la formule 


lang B = - 5 


(|ui donne 


log taiig B = log b + comp loge — 10 ; 
on aura ensuite 

t; «^i'“ — B , 
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(■1,0111111, on ('aloulora l’iiypoténiise « par la formule 

b 


<jui doiiiio 


sin B 


log n = log <» + conip log sin B — lo. 


Résolution tics triangles quelconques . 

Ilo. La résolulion dos triangles rectilignes presenlo 
quatre cas distincts. 

Premier cas. — Etant donnés le côté a cl deux angles, 
calculer le troisième angle et les deux autres côtés. 

L’àngle incoiuiu se calculera immédialetnent par la 
formule 

A -f“ B -f" C t8o° \ 

ou déterminera ensuite les côtés ô et c par les formules 




a sin B 
sin A ’ 


a sin C 
sin A 


(jui donnent 

log b = log a -t- log sin B 4- c<tmp log sin A. — lo , 
log c = log (7 -f- log sin C ■+■ comp log sin A — lo. 

• 1 U). Deuxième cas. — Étant donnés deux côtés a et h, 
oùisi que l’angle A opposé au premier, calculer les angles 
H et C et le troisième côté C. 

On calculera l'angle B par la formule . 


sin B = 


b sin A 


qui donne • _ , 

log sin B = log é 4- log sin A -f- comp lo ; 

on aura ensuite ' 

C = i8o" — (A 4- B), ’ 

et, enfin, on déterminera c paé la formule 

a sin C 
r = — - , 

sin A 
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(|ui donne • 

lojj r = log « -j- lof! sin C -t- romp log siii A — lo. 

1 17 . Discussion. — Si l’on a « ^ b sin A, et seulement 
dans ce cas, les Tables feront connaître pour B une valeur 
1 \I <[ 90", mais l’on pourra prendre aussi B = 180" — M ; 
on aura deux valeurs correspondantes de C ; 

C=i8o° — A— M, C = M — A, 

et, par suite, aussi deux valeurs correspondantes de c. 

Pour que l’angle M réponde à la question , il faut et il 
sullit que A -I- M soit 180 degrés; pareillement, pour 
que 180" — M y-réponde , il'faut et il sullit que M soit ^ A . 
Examinons dans quel cas, ces conditions peuvent être 
renqvlics : 

i“. Si l’on a A = ou 90 degrés, la valeur 180" — M 
de B ne peut convenir^, et la condifion pour que la valeur M 
de B donne une solution du problème, est 

M < 1 80" — A , 

on, comme les deux membres sont moindres que 90 di'grés, 
sin M sin ( 180“ — A) on <^sinA, .. 

c’e.st-à-dire 

h Mil A 

sin A ou b <" n. 

n 

On voit que le problème n’admet qu’une solution , et la 
condition pour qu’il en admette une , est que le côté opposé 
à l’angle donné soit le plus grand des deux côtés donnés. 

a". Si l’on a A 90", la valeur M de B convient tou- 
jours; mais pour que l’on puisse prendre au.ssi B= 1 80" — M, 
il faut ipie l’on ait 

M >• A , 

ou, comme les deux membres sont inférieurs à 90 degrés, 
sin M ^ sin A , 
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c’est-à-ilii'f ■ . . 

A sin A ^ ^ 

> sin A ou b ^ a. 

a 

On voit que, dans ce cas, la condition de possibilité est 
a~^h sin A; si Cette condition est remplie, le problème 
admet une ou deux solulions, suivant que le côté opposé à 
l’angle donné est plus grand ou plus petit que l’autre côté 
donné. 

Les résultats qui précèdent sont conformes à ceux qu’on 
déduit de considérations géométriques que nous croyons 
inutile de rappeler ici. ... 

118. Remarque. — Dans la solution précédente, on ne 
calcule le côté c qu’après avoir calculé les angles H et C ; 
or il se peut que, n’ayant pas besoin des angles B et C, on 
veuille calculer directement le côté c. Pour cela, on peut 
se servir de la formule . ' ' ■ 


d’où l’on tire 


n’ =r -t- r’ — 2 be cos A , 


V 


c = b cos A zh \a'‘ — A’ sin’ A ; 

f 

iiiais^ pour i-endre celte formule calculable par- loga- 
rithmes, il faut employer un angle auxiliaire, conformé- 
ment à la méthode du n" 0(), et alors les calculs qu’on doit 
exécuter sont tous aussi Ibngs {|iie ceux auxquels conduit 
l’applicatiou de la première méthode. Il y a même plus;, 
le moyen qui s’oifre le plus naturellement pour rendre 
l’expression de c calculable par logarithmes, consiste à 
poser (n'‘98) 


A sin A 


'Ÿ> 


a sin f 

sin A ’ 


car la valeur de c devient alors 

«sin® cos A , rtsinfofidzA) 

(. = J — fl fos a =1; , 

sin A sin A 
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Cl l’on voit que l’angle anxiliairc dont on s’csl servi , est 
précisément l’angle B du triangle. Il n’y a donc pas lieu 
de mo<lifier la solution du ii” H6. 

119 . T iioisiÈME CAS. — Étant donnés deux côtés a et h , 
ainsi que V angle C compris entre ces côtés<, ,calculer le 
troisième côté c et les deux angles A et B. 

On déterminera , eoinine il suit, -les angles A et B. .On a 
d’abord ' . 

A + B =,180“ — C, 
et 

sinA « , • 

sin B [> ' 

on lire de là 

sin A — sin B a — fj . 

; sin A sin B a b 

■Maison a (n" -il) ‘ • 

sin A — sin B tangj (A — B) 

sin A -h sin B tangA( a -t- B)’ 

donc 

tang I ( .A — B J n — b 

tang } ( A H- B) ~ n ■+■ b ' 

d’ailleurs ^ = cot j(',don( 

• , . ... e — b : 

lang - ( A — B ) = —, cot - t; 

^ ’ n + b O. 

d’où , en supposant que n soit ]> h , 

log tang - ( A — B j = log (// — à ) -H comp log (« 4 - b) 

4-logcot-C — 10. . * 

2 

A l’aide de celte formule , on calculera ^ ( A — B ), et comme 

- ( A + B)r=go'’ — -C, on (‘n déduira les valeurs des angles 
A et B. ’ J . ■ 
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Pour avoir le rôté c, on peut se servir de la formule 

a s"m C 


sm A 


qui donne 

loge = log û H- log sin C + comp log sin A — lO ; 

mais-, de cette manière , on a trois nouveaux logarithmes à 
prendre , tandis qu’on n’en a que deux nouveaux à cher- 
cher , si l’on opère, comme il suit. On a 

n • b c h 


sin A sin B sin C sin A -t- sio B 


d’où 


on a d’ailleurs (n“ 44) 


[n b) sin C 
sin A -t- sin B 


1 A -I- sin B = 2sin - (A -H B) cos- ( A — B) 


= 2 cos - C cos - { A — B ) • 
2 - 2 ' 

sin C = 2 sin - C cos - C , 

2 2 


donc 


et 


( n-t- h) sin j C 
cosi (A -^b 7 ’ 


log c =log {a - 1 - è)-t- log sin - C comp log cos - (A — B) — lo. 

120. Remarque. — Si l’on veut calculer directement le 
côté c, on se servira de la formule 


c = si a- b^ — itih cosC. 

Voici le moyen le plus simple de la rendre calculable par 
logai'ithnies. On a 

cos’ - C -t- sin’ - C = 1 , 

2 2 

I I 

cos’ - C — sin’ - C = (fis C , 

. 2 2 
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on peut doiu- ôcrii'u 
' = y/ («’ +’6’) ^cos’ ^ G + sin’ ^ C 
= y / {a — b)‘ cos’ ^ C H- (n + 6)’ sin’ - C ; 


i.nb{ cos’ 


'ic — sin’icV 
2 2 y 


par cette transformation, le nombre des termes, sous le 
radical, est itkluit à deux. iVIaintenant on calculera un 
angle auxiliaire !j), tel que 


i-t l’c 


a — b I 

tangip = rot - C, 


(« -f- sin J C 

cos f 


Cette lormule est calculable par logarithmes , .mais on voit 
que l’angle auxiliaire y, qu’on doit préalablement calculer, 

n’est autre que ^ (A — B); par conséquent, les calculs 

tpi’cxige cette seconde méthode sont identiques à ceux de la 
première. Nous avons cru cependant devoir l’inditjuer pour 
donner un nouvel exemple des artifices par lesquels on 
parvient à rendre calculables par logarithmes des expres- 
sions qui ne le sont pas. 

121. Quatrième cas. — Étant donnés les trois côtés n, 
A, e, calculer les trois angles A , B, C. 
l/angle A est déterminé par la formule 

a'--= b‘ -it- c' — 2 /«■ cos A , 

<|ui doniK' 


ros A = 


è’ 


2 bc 


etvtie foiTunle ne se prête pas facilement au calcul des lo- 
garithmes, excepté dans le cas oi'i n, /) , c sont d<\s nmn- 
l>res d’un seul chill’re, mais on peut en déduire d’autres 

8 
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formules »jiii puTiieltent de calculer très-aiséineiil l'angle 

A dans tous les cas. 

L)ii a (n*’ 59) 


cos’ - A = 
2 


cos A 


sin’ - A = 
2 


fos A 


et, en remplaçant cos A par sa valeur, 

1 _ 2 ic + é’ -h c’ — <i’ (/;-(- c)’ — a’ (a -t- /> -f- c) ( — « -4- 6 -t- c) 

2 ^ 4 4 4 

1 ^ 2 6c — 6’ — c’ + a’ a’ — (6 — c)’ [a h — c) (a — b -h c) 

2 4 4 4 

Soit maintenant, pour abréger, 


a b + c = 7.p, 

un aura 

A -1-6 — c = 2(p — c), 
• A — 6-f-c=:2(p — b), 
— a + 6 + c=?.(p — a), 


et, par conséquent, 

P{P — ") 


COS^“ A — , 

2 or 



{P — f>) (/' — e) . 

6c ’ 


un déduit de là 


(') 

(2) 

(3) 


sin 



cas 



tanf» " A = 


/(p — b) \ p 

V ■ 6c ’ 

i /PiP — ") 

V 6c ’ 

,/(/ > — *) l;’ — g) 

V p{p — a) 


Dans CCS formules, il faut prendre le radical avec le signe -f-, 
car l’angle 4 A étant aigu, ses lignes trigonométriques sont 
toutes positives. Chacune d’elles est calculable par loga- 
rithmes. On a pour les calculer les angles B et C des for- 
mules semblables, qu’on déduit des précédentes par de 
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sinipli-s changements de lettres, savoir : 


1 1 :> 


tang ■ 


1 

a 

){p — ^) 

OC 

!p (p — 

b) 

ac 


'{p — " 



P\P—b) 


— 1 lanu 


f\P — 

a) [p — b] 

ah 

'p[p- 


ah 


'{p — , 

a) {p — b)_ 


P P 


0 


122. Remarque I. — Si l’on ne veut qu’un seul angle, 
A par exemple, on peut employer indillëremment l’une 
des formules (i) , ( 2 ), (3); mais, si l’on a besoin des trois 
angles, on doit préférer la formule (3) et les deux autres 
semblables, car, en en faisant usage, on n’aura que quatre 
logarithmes à prendre, tandis que, si l’on employait la for- 
mule (i) ou la formule ( 2 ) et les deux semblables , on au- 
rait sept logarithmes à chercher. 

123. Remarque 11. — 11 faut qu’un triangle soit possible 
avec les côtés donnés a , i, e, pour que la valeur de tang ^ A 

soit réelle, ou que celles de sin-A et de cos -A soient 
^ 2 2 

réelles et moindres que i . On peut retrouver cette condition 

sur les formules que nous venons de donner. 

1 °. Pour que la valeur de cos^ A soit réelle, il faut que 

l’on aitp^aoui-f-c^a, c’est-à-dire que le côté a soit 
moindre que la somme des deux autres ; en outre , pour que 

la valeur de cos - A soit moindre que 1 , il faut qu’on ait 

P (p — a)^bc, ou (i-|-c)’ — ou a*^(b — c)’, 

c’est-à-dire que le côté a soit plus grand que la dillércnce 
des deux autres. 

2 ”. Pour que la valeur de sin^ A .soit réelle, il faut que 

les facteurs p — A, .p — c .soient de même signe; ils m* 

8 . 
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1 l() 

|H‘u\fnl «'■irc m'i'aiifs, <ai- leur summo csi égale à a ; ou a 
donc /» h et /)'j> c, e’csl-à-dire h <' a + c cl c <^ « -f- i ; 

en outre , poui- que la valeur de siii ^ A soit moindre que i , 

il faut (ju'on ait (p — />) (p — ou à' — (/> — c)’<^4^‘-'» 
ou rt’ <C “t” t’)*’ " <C On retrouve ainsi la con- 

dition que ehaque cote soit moindre (jue la somme des deux 
autres. 

il". Pour qtie la valeur de tang- A soit réelle, il faut 

que les trois facteurs /> — a, p — l>, p — c soient positifs 
ou (|ue deux d’entre eux soient négatifs; ce dernier cas ne 
pouvant aAoir lieu, on retrouve la condition que chaque 
côté soit moindre que la somme des deux autres. 

Détermination de l'aire du triangle et des rayons des 
cercles circonscrit et inscrit. 

12-i. r/ire du triangle. — On peut calculer l’aire d’un 
triangle quand on connaît trois de ses six éléments, pourvu 
(pie parmi eux se trouve au moins un côté. Nous allons 
examiner les quatre eas qui peuvent se présenter. 

i". ' On donne deux côtés a et h avec V angle compris (i. 

' Soit un trianghî AI5C [fig- et 1 1 ) , abaissons du som- 
met A la hauteur Ai); on a, en désignant par,? l’aire du 
triangle, ^ 

■V rr: n X AO. 

7 . 

■Mais le triangle rectangle AOC donne A() = />sinC, on 
a donc 

s — - nh sin C. 

2 

Ai^lsi l’aire d’un triangle est égale à la moitié du pro- 
duit de deu.r côtés multiplié par le sinus de l'angle com- 
pris entre ces côtés. 
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a". (hi donne deux c6tés a et h et l tin g!e A opposé à 
l’un tl’eux. 

On comincnctM'a par calculer l’angle C (ii" 1 lli) , cl l’mi 
se servira ensuite de la formule précédente. 

On donne un côté a et les deux aiif^les ntljncents 

lî et C 
On a 

Il sin B 


doue 


I , . „ , rt sin B 

' = - ah sin , « = — ; — ; 

a sin A sin lî + (i) 


I rt’sin B sin C 


a sin f B -f- Cl 


4". On donne les trois côtés n. I> , c. 
Ona(n'M2l) 


sin I C == , ,„s : c = J/LllLZlS} ; 

a V a V ah ’ 


donc 

• , \p{p — <>){p — loin — <•) 

sin L = a sin - C cos - C = a - ‘-il LM J . 

a a. nh 

llemplaçant sin (’. par cette valeur, dans la foriuiile 

'■ = - tih sin O, il vient 
a 

= <Jp [P — <‘){P — l>)(p 


où P désigne le demi -périmètre 


a h -tr c 


12n. On déduit facilement de ce qui précède les lorntiiles 
suivantes, dignes d’être remanjuées : 


I 


. • ' „ ■ ' [p — »){p — l>)(p — c\ si 

a a a ahr pidic 

' » ' n ' P\^Pd' — ~c) os 

a a a at*c a tu: 

I I I .V 

t.irie - A lane, B laiie -(; •= — • 
a " a a 
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126. Hayon du cercle circonscrit. — Si R désigne ie 
rayon du errcle circonscrit au triangle , on a (n“ 107) 

a 

R = ; 

> 2 sin A 

multipliant haut et has par hc , il vient 

nbc abc 

■” 2 icsin A “ 4 ' ~ 4 s!P(P ~ {P ~ t>) {p — c) 

127. Rayons des cercles inscrit et exinscrits. — Soit r 

le rayon du cercle inscrit ; enjoignant le centre de ce cercle 

aux trois sommets, on décomposera le triangle en trois 

autres ayant r pour hauteur commune , et pour bases les 

. , , I . , a — f— b — c 

trois cotes a , o ,c l'cspectivement ; on a donc s = r — , 


ou 


s = pr et 


.— t — A A /* — g ) { p — b)(p — c) _ 
P \ P 


Si l’on désigne par a , é , y les rayons des cercles exin- 
scrits au triangle, c’est-à-dire des cercles qui touchent res- 
pectivement les côtés a , è , c et les prolongements des deux 
autres , il est aisé de voir que l’on a 

S={p — a)a. = [p — b)t = — ; 

d’où l’on tire 




'p{p — l>'{p—c) 


P — « 




p{p —‘t),p~c 
Pj-J> _ ■ 

p[p — a) P — b) 


P — c V 

On peut aussi écrire (n"121) 

x=p tang I A . 
? =//lang|IJ, 

V =r 
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Toutes ces formules sont calculables par logarithmes. On 
peut en déduire une multitude d’autres plus ou moins utiles. 
Nous nous bornons à citer les trois suivantes , qui sont 
.assez remarquables : 

I I I I 

- = h P H » 

a y 

s — ^rafiy, 

4 R = a H- S -f- 7 — r. 


Du quadrilatère inscriptible. 

128. Nous indiquerons ici comment on peut calculer le.s 
angles , l’aire et les diagonales d’un quadrilatère inscrip- 
tible, quand on connaît les quatre côtés. 

Soit ABC!) un quadrilatère inscrit {fig. i3) , dont nous 
représenterons les côtés AB, lîC,CD, DA par a, /i,c, 
les diagonales AC et BD par x et j' , l’aire par s , le rayon du 
cercle circonscrit par R , et les angles par les mêmes lettres 
qui désignent leurs sommets. 

Les angles B et D étant supplémentaires ont des cosinus 
égaux et de signes contraires, et les triangles ABC et ACD 
donnent > 

j JT' = fl’ H- è’.— 2aè cosB, , 

I a:’ = c’ -+- rf’ -H 2 rrfeos B. 

On tire de ces équations , en élirninant x , 


(2) 


COB B = 


fl’ -(- 6’ — c’ — ri 
2,{ab cd) 


Cette formule n’est pas calculable par logarithmes, mais 
on peut en déduire une qui le soit. On a 


■ , ' 1 — cosB I I + cos B 

sin’-B= 1 cos’-B = — — ~ ; 
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en remplaçant eos B par sa valeur, il vient 

^ I _ ( — fl -h 6 -j- c -t- (/} (a — 6 -h c-i- f^) 

2 /^(a6 -t-cf/) -h cd) 


(fl -h 6)’ — !r — f/y (a -h ô — c + rf)(<7 — l)+c — d) 
cos’ - B =r •! = — • 


4 ( -t- rd) 


4 (fii -+■ cd ) 


Désignons par ap le périmètre n + A + c -I- r/, on aura 
a -h h c — d= 2 [p — fl) etc. , et, par suite, 


(3) 




-a){p-b) 


' cd 


2. y ai -t- cd 


En divisant ces formules (3) l’une par l’autre, on obtient 
la suivante : 


(4) 


ta.iL-- B - 1 /(/ ^-«) { P — ^ ) 

2 V (/’ — <•) — 


qui est calculable par logarithmes. On aurait de même, 
pour calculer l’angle A , ■ 


(5) 




l.es angles du quadrilatère étant connus , un aura les dia- 
gonales par la méthode du n" 119. Quant à la surface s, 
elle est la somme des surfaces des triangles ABC et ADC ; on 
a donc (n° 12i) 

' ,ï = — (ah + cd) sin B ; 

on a d’ailleurs, en multipliant les équations (3 ), 


sin 


ab-i:cd ’ 


tloui- 


.V =: \lip —n)(p — b)[p — c)p — d). 


Si l’on suppose que le côté d se réduit à zéi'o, cette for- 
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mule donne celle qui exprime l’aire du triangle eu fonc- 
tion des trois côtés. 

129. Si l’on veut calculer directement les diagonales x 
et J, on portera , dans l’une des équations (i) , la valeur de 
cos B tirée de l’équation ( 2)5 il vient alors 


cd{a'‘ -t- b’) ab (c’-h <l^) 

X — ; 5 

ab -+■ cd 
ou 

{ac^bd)[ad-\-b c ) 

^ ~ nb-\rcd 

on aurait de même 


iv 


, f ac -t- bd)(ab cd] 




ad bc 


Mais ces formules ( 6 ) et ( 7 ) ne sont pas calculables par lo- 
garithmes 

En ^ multipliant et en divisant les équations ( 6 ) et ( 7 ) 
l’une par l’autre, on a 


( 8 ) 


xy = 


X ad bc 

bd, — — — 7 

y ab -t- cd 


qui expriment deux théorèmes connus de géométrie. 

On peut enfin exprimer le rayon R du cercle circonscrit 
eu fonction des quatre côtés. On a , en ell'et (n” 107) , 


2 sin B 

d’ou 

, , \j{ac -t- bd)(ab + cd)(ad bc) 

( 9 } K ~ — ' ’ . « . 

130. Aire d'un quadrilatère quelconque . — On peut 
<;alculer aisément l’aire d’un quadrilatère quelconque, quand 
on connaît ses diagonales ainsi que l’angle qu’elles forment 
entre elles. 

Soit .\BCil) (Jif^. i3) un quadrilatère (juelconque; soient 
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A(] = a, BD = h, AOB = a : on a 

aire ABO = - AO . BO . sin a , aire BCO =- CO . BO sin a , 
2*2 


ol, en ajoutant , 


aire ABC = -BO. «sin a; 
2 


on a de meme 


et, en ajoutant, 


aire ADC — - - UO.u sin a, 

2 


aire ABCD = - ab sin a. 
2 


Ainsi l'aire d’un quadrilatère est égale à la moitié du 
produit des diagonales multiplié par le sinus de l'angle 
quelles j'orment entre elles. 


Exemples de résolution de triangles où les données ne 
sont pas toutes des côtés ou des angles. 

\ 31 . Le nombre des problèmes qu’on peut se proposer 
sur la résolution des triangles est illimité. Nous allons citer 
quelques cas remai-quables. 

Problème I. — Résoudre un triangle, connaissant un 
côté a , l’angle opposé A , et la somme ou la d^'érence des 
deux côtés b et c. 

i“. Si c’est la somme b + c qui est connue, ou prendra 
la formule 

A +• r sin B 4 - sin C 3 sin j (B 4- C) cos -5 (B — C) cos-r(B — C) 

a sm A 2sinyAcosiA sinÿA 

qui permettra de calculer ^ (B — C) : comme B -f- C est 

connu, on en déduira B et C ; on achèvera ensuite la solu- 
tion par la méthode du n” 1 15. 

2 ”. .Si (t’est la ditt'érence h — c qui est connue , on prendra 
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la formult- 

b — c sin B — sin C 2 sin | (B — G)cos-j(B -f- C) sin-j(B — G) 

a sin A i sin A A eus \ A cos ÿ A 


qui permettra de calculer - (B — C) ; on achèvera comme 
<lans le premier cas. 

132. Problème IL — Résoudre un triangle, connais- 
sant le côté a, un angle adjacent B, et la somme ou la 
différence des deux autres côtés. 

i“. Supposons que la somme b c soit connue. Po- 
sons a-|-i-f-c = -ip\ P etp — a sont connus : or on a 
(n" 121) 

G 

IL . frorw 

p{p — b) 
et, en multipliant , 

_p — a 


tang; 




p{p—c) 


G B , 
tang- tang- = 


On calculera C par cette formule, et l’on achèvera la solu- 
tion comme au n” 1 15. 

2 ". Supposons que la dilférence b — c soit connue. Po- 
sons , comme précédemment , a b c = ip\ p — b et 
P — c sont connus, et l’on a 




Cette formule permettra de calculer l'angle C. 

133. Problème III . — Résoudre un triangle, connais- 
•^ant la surface s et les angles. 

iNous avons donné (n" 124) la formule 
I sin B sin G 

,v = - o’ : : 

f. sin A 
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1 24 

011 en tire 


a 



2 J sin A 
sin li sin C 


On aura deux formules semblables pour calculer les i-ôiés 
h et c. 


134. Problème IV. . — Hesoudre un Iriangltu connais- 
»ant le périmètre et les angles. 

Nous avons donné (n“ 125) la formule 

ps I I I 

= l os - A c os - » cos - C ; 
nhc 2 2 2 


en y remplacent s par^ bc sin A, ou hc sin^ A eos ^ A , elle 
donne 


2 


P sin Ÿ A 
cos I B cos j C 


On calculera a h l’aide de cette formule. 


135. Problème V. — Résoudre un triangle, connais- 
sant le rayon r du cercle inscrit et les angles. 

On deiduit facilement, des formules preVédemment don- 
nées, 


!> 


1 

a = r cot - 

2 


A, 


P- b 


] 

r Cüt - 
2 


B, 


!> — 


— rcot 



on calculera ainsi p — ci, p — h, p — c, on en cléduira 
ensuite les côtes « , A , c. 


l sage des Jonctions circulaires dans la géométrie. 

136. L’usage des fonctions circulaires n’est pas seule- 
ment borné au calcul numérique. Ces fonctions peuveui 
être employées avec succès poni- la démonstration des tlié-o- 
rèmc;s de géométrie, et nuVme pour la solution des pro- 
blèmc's grapliicjiies. iiien (|iie cette application soit suHi.sam- 
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iniTil indiquée dans la géoinélric analytique, nous ne 
eroyons pas inutile d’en donner iei deux exemples très- 
simples. 

Proposons-nous , en premier lieu , de démontrer ce théo- 
rème si connu : 

Toute transvei'sale A'B'C'(fig. i5) fiéterntine, sur' les 
cotés d’un triangle ABC, six segments tels, que le produit 
de trois segments non consécutifs est égal au produit des 
tr'oû autr'es- 

On a . dans les triangles AB'C', BC'A', CA' B', en remar- 
quant que deux angles supplémentaires ont même sinus , 


et, en multipliant, 
AC' BA' CB' _ 

ÂF'bc'’cF ~ 


AC' 

sin AB'C' 

AB' ■ 

~ sin AC' B' ' 

BA' ^ 

sin AC 'B' 

BC' 

sinBA'C'’ 

53 

sinBA'C' 

CA 

sin AB'C' ^ 


ou AC'.BA'.CB' = AB'.BC' CA', 


ee qu’il fallait démontrer. 

1 37. Prenons encore ce second exemple. On sait que si le 
triangle ABC est rectangle en A (Jig- lo), et qu’on mène 
.AO perpendiculaire sur BC, on a la proportion 

AB’ _ BO 


si le triangle n’est pas rectangle, mais si les côtés AB et AC 
sont égaux, la même proportion a lieu ; on demande de 
prouver que ces deux cas sont les seuls où la proportion en 
question ail lieu. 

A cause de BO = c eos B et C.O = h cos C, la proportion 
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(loniM-c peut s’ccTÎrc ainsi : 




c cos II 
b cos C ' 


ou -r = 


cos B 
cosC" 


on a d'ailleurs 


sin C 
sin B 


1 donc 


sin C cos B 

sin B cosC 


on sin C cos C = sin B cos B , 


ou 


sin 2 B = sin 2 C. 


\ 

Les angles 2 B et 2 C ont ainsi même sinus , et comme leur 
somme est inférieure à 36 o degrés , ils sont égaux ou sup- 
plémentaires ; on a donc 


B=C, ou B-t-C = 90°. 


Dans le premier cas le triangle est isocèle, dans le second il 
<!st rectangle. 

Applications numériques. 


1 ÎI 8 . 11 convient, dans les applications numériques, de 
prendre les logarithmes des sinus , cosinus, etc. , tels qu’ils 
se trouvent dans les Tables de Callet , car il sera toujours 
facile de rétablir leurs véritables valeurs aux caractéris- 
tiques des logarithmes qu’on calcule. Il n’v a pas lieu, 
d’ailleurs, de redouter les erreurs qu’on commettrait en 
oubliant que certains logarithmes ont été augmentés de 
10 unités, car une erreur de 10 unités sur le logarithme 
d’un nombre supprime ou introduit dans ce nombre un 
facteur égal h 10'", et l’on ne peut manquer de s’en aper- 
cevoir. 

Nous allons donner un exemple de l’un des cas de la 
résolution des triangles rectangles, et un exemple de cha- 
cun des quatre cas qneprésentent les triangli^s quelconques. 
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Premier exemple. — On donne 

A =90“; B = 67" 22' 48", 48; rt = 589"',25i; 


et l’on demande de calculer C, h et c. 

On a d’abord 0 = 90° — B = 22 ‘’ 37 ' 1 1",52 ; voici le 
type du calcul des côtés fc et c : 



Calcul de b.- 

Calcul de 

r. 


h z= a%\n B. 

c = a cosB. 

log a .. . 


log« 

2 , 77 o 3 oo 3 

log sin B 


log cos B 

9,5850267 

log 6 . . . 


loge 

2,3553270 

h = 543"’, 924. 

c = 226”’, 635 



Deuxième exemple. — On donne 

A = 8i“47' '2", 5 ; B = 38 ° 12' 47", 5 ; a = 701"’, 224; 

et l’on demande de calculer C, h et c. 

On a d’abord C = 180" — A — R = 60”; voici le type 
du calcul des côtés A et c : 


Calcul du côté b. 

Calcul du côté r. 

, sin B 

a sinC 

sin A 

siii A 

log fl 2,8458568 

comp log sin A. . . o,oo 44774 

log sin B 9,7914024 

log fl 2,8458568 

comp log sin A. . . o,oo 44774 

log sin C 9,9375306 

logé 2,6417366 

b = 438 -", 265 

loge 2,7878648 

r = 6 i3"',57 I 
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Troisif.mk exemple. — On donne 


A = 27‘’47'44">77‘i « = 219"', 912; /> = 25r",328; 

et l’on demande de calculer lî, C et c. 

- • 

Calcul de Cangle B. 

ôsinA 

sin B = 

a 

logA 2,4002.409 

complogn 7,6577510 

log sin A 9 , 6686853 

logsinB 9,7266772 

Il y a deux solutions : 

B = 32" 12' 1 5", 21 et B = i47®47^44">79- 


I-RKHIÈBE SOLUTION. 

B= 32"i2.'|5",2I 

Calcul de l’angle C. 
C = 180"— A— B. 
180" 

A= 2 . 7 " 47 ' 44",77 
B= 32 " 1 2' 1 5 ", 21 
C=I20" o' o",02 

Calcul du côté c. 

a sin C 

c = — : 

Sin A 


loga 2,3422490 

logsinC 9,9375313 

roinp log sin A. . . o, 33 i 3 i 47 

loge . 2,61 roc) 5 o 


f = 4®1^"'>4”^- 


DEUXIÈME solution. 

B= i47"47'44",79 

Calcul de l’angle C. 

C= 180" — A — B. 

180" 

A= 27" 4 7' 44 ", 77 
B = i47"47'44",79 

c = 4"24'3 o",44 

Calcul du côté c. 

a sinC 

sin A 

logn 2,3422490 

log sin C 8,8857352. 

comp logsin A.. o, 33 i 3 i 47 

loge 1,5592989 

r 36 ™, 2.492. 
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Qu.atrième exemple. — 0/w/om/jc 

= 424'“, 096; 6 = 37i'",o 84; C =3i»47'ia"5; ' 

et Von demande de calculer A , R ef c. 

. Calcul de l’angle . — B).- 

■ ' tangi.(A— B) = ^-^T-otiC. 

log(a — 6 ) 1,724374* 

comp log [a + h).. 7,0995346 
logent 4 C. ..... . o, 7 i 568 i 6 

logtangi(A— B)... 9,5395904 
4 (A-B)=i 9 o 6 ' 23",75 

Calcul des angles A e/ B. -■ 

•i(A +B). .. . . .. '79-' 6 ' 23",75 

l(ArB)....'.; I 9 “ 6 ' 23^75 

A = g8"l2'47",.5. . ■ 

■ " • R =60»., ■ • ■ 


a b . . . 

. . . 53,012 

a h. . . 

. ... 795,180 

iG.;.., 

..... io“ 53 ' 36*',25 


V. 




' Calculait côté e. 


t T', 


(«- 4 -é)sin|C . ■ f, .• . 

- cos K A -T- B) •• • . 

log (rt + è). 2,9604654 

logsinjC.... 9,2764*13 • 

complog cosi (A — B). ... 0,0246099 ’ '' • 

loge ..’V... 2,2014966 • 

c = 'i 59 '”,o 36, ^ . ■ ■ 


9 
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ClTiQUlÈME EXEMPI.E. On doTlVe 

fl = 6o8"',775; c = 949™r>89; . 

et Von demande de calculer lej angles A, B, C, e/ /a sur- 


face s. 


.. 



Calcul préliminaire. 


a + h -t- c 

f = 2 • • 

. . 1 481,060 

•og/'- 

. . . 3 , 1646683 

t 

P — ft 

! 852,285 

log(/i — 0). 

. . . 2 , 93 o 5849 

P- b 

97 > 4®4 

tog(/i — i). 

.... 1,9885768 

p—e 

.. 51.1,371 

log(/>— .f).. 

... 2,7087361 

Calcul de l’angle A. 

Calcul de l’angle B. 


— b){p — e) 

tang i B = y 

{p— a){p—c)_ 

tang T A _ y — 

P[P — «) 

P\p — b) 

ilog{/»— 

. 0,9942884 

ilog(/i — a) . 

.... 1 ,4652924 

ilog(/.— 

; 1,3543680 

2 1og(/>^c). 

1,3543680 

c«mp:î^loK (/?—«) 

.. 8,5347076 

compilog [p- 

— ft). 9,0057116 

compilog;;. . 

. 8,4 * 76659 



log tang^A 

. 9,3010299 

logUng:^B. . 

. . . . 0,2430879 

iA----- 

h”i 8 ' 35",75 


.. 6 o”i 5 'i 8 ", 4 ® 

A = 

22“ 37'! i", 5 o 

B 

= i 20 » 3 o' 36 ", 8 o 

Calcul de l’angle C. 

Calcul de la surface. 


-a) [p—b) 



*= — « 

1 

1 

lang - L, _ y 

p{p — <^) 

tK(/» — ") •• 

. 1 ,4652924 

T •«g/' 

.... 1,5823341 

ilog(/» — i)... 

. 0,9942884 

|log(/> — fl) 

. . . . 1 ,4652924 

compllog [p—'^. 

. 8,6456319 



compjlog/J. . . . 

. 8,4 1 76659 

4iog(/i — f) 

1 ,3543680 

log tangue. .. . 

. 9,5228786 

log A 

. . . . 5 , 3 c)G 2829 

';C- . • 

,8"26' 5',85 

s = 249 o 47"“,9 

C = 

36 ® 52 'i i",7o 

1 


Vérificalion A -f" B -V C — 180".' 
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139. Comme exemple de calcul numérique, nous traite- 
rons encore la question suivante ; • 

Quel doit être le rayon d’un cercle pour que la di^c- 
rence entre un aiv de lo mètres et sa corde soit plus petite 
^ueo“,ooi? 

Désignons par R , a, c les nombres de mètres contenus 
dans le rayon OM d’un cercle {fig- 6) , dans l’arc MN, et 
dans la corde MN respectivement. Abaissons du centre O le 
rayon OA perpendiculaire en P sur MN , et appelons w le 
nombre qui mesure l’angle MOP; on a (n'“101, 103) 

arcMA = Rw, MP = Rsin*), 

et ,cn multipliant par a , ' • ' 

n=aRM, r=aRsinw, 

d’où 

«•^c=ra.R((u — sinu). 

Or on a (n" 81 ) ' ' ' 


•donc 


I — sin ‘xC 7 "' 

4 ‘ 


. Rw" 
« — c <: — 1 
2 


ou , en mettant — au lieu de w , 
2 R 


a- 

a — c <1 — : 

^ibR' 


Supposons maintenant a=id; pour être assuré que 
a — c est <^ 0 , 001 , il suffit, en vertu de l’inégalité précé- 
dente , que l'on ait ' ■ 


i6R 


- = ou O, oo I , 


c’est-à-dirc 


_ : . _ lOOOOOO 

R’= OH > — » 
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OU 

. lOOO ^ _ 

U = OU "> -, — = OU ^ '.>.5o. 

4 

Ainsi , dans un corrle dont lo rayon est égal ou supérieur 
à a5o mètres, la dill’érence entre un arc de lo mètres et s;» 

eorde est plus petite (pie i millimètre 
1 

Opérations' sur lo terrain. 

140. Nous allons traiter maiuteuaiit quelques questions 
qui se présentent fréquemment dans la pratique. La solu- 
tion de ces questions exige que l’on mesure d’abord sur le 
terrain certaines longueurs et certains angles; on y par- 
vient à l’aide d’instruments qu’il n’entre pas dans notre 
sujet de décrire, et pour lesquels on devra consulter les 
ouvrages spéciaux. Nous nous bornerons ici à indiquer les 
mesuiTS qu’il faut prendre dans cbaciin de ces problèmes, 
et les calculs qu’on doit exécuter ensuite pour acbever la 
solution. 

l il. Phobi.ème 1. — Trouver la distance d’un point lî 
( fig. lo) à un point A inaccessible. 

On mesurera , à partir du point B, une buse BC, et les 
angles ABC et ACB, formés par cette base, avec les rayons 
visuels dirigés de B et C vers A : ou connaîtra alors , dans 
le triangle ABC, un côté et les deux angles adjacents, et 
l’on calculera le coté AB par la méthode du n" 116. 

Jiemartjue. — Pour éviter bîs angles trop aigus, la 
base BC ne doit être prise ni trop grande ni trop petite. 

. 142. Problème II. Trouver la hauteur d’un point 

au-dessus de riiorizon. 

Soit AS {Jig. i6) la hauteur qu’il s’agit de mesurer. Si 
l’on peut approcher du pied A de la verticale AS, on pren- 
dra, sur le terrain supposé de niveau, une base AB que 
l’on mesurera; au point B, ou yilacera rinstrument à l’aide 
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duquel on visera le point S du point C, on mesurera l'angle 
du rayon visuel CS avee la verticale Cz, lequel est égal à 
l'angle DSC. Si donc on imagine D(' parallèle à AB, on 
connaîtra, dans le triangle rectangle CDS, le côté CD = AB 
et l’angle aigu CSD; on calculera le côté SD, et, en ajoutant 
AD, qui est égal à la hauteur BC de rinstruincnt, on aura 
la hauteur cherchée, ' 

Si l'ou ne peut approcher du pied de la verticale AS , on 
prendra sur le terrain une base BE, on placera l’inslru- 
raent en B , et, comme précédemment , on visera le point S 
du point C ; on mesurera l'angle du rayon visuel CS avec 
la verticale Cz , et celui que forme ce même rayon visuel 
avec l’horizontale CF parallèle à BF, ; puis, transportant 
l’instrument en E, on visera de même le point S du point 
F, et Ton mesurera l’angle du rayon visuel FS avec CI’. On 
connaîtra ainsi , dans le triangle C.SF, te côté. CF = BE cl 
les deux angles adjacents; on pourra donc calculer le <'ôté * 
SC : alors, dans le triangle rectangle (’SD, on connaîtra 
l’hypoténuse SC et l’angle aigu CSD; on calculera SD , et, 
en ajoutant AD, on aura la hauteur cherchée. 

143. PnoBcÈME 111. — Trouver la distance île deux 
points inaccessibles . 

Soient A et B {/ig. i4) les deux points inaccessibles dont 
on veut déterminer la distance. 

On mesurera sur le terrain une base CD, et les angles 
ADC, BDC, ACD et HCD ; si les quatre points A, B_, C, D 
sont dans un même plan, l’angle ACB est la diflcrence des > 
angles ACD et BCD,, sinon on devra mesurer directement 
cet angle. Cela posé, on connaît, dans chacun des triangles 
ACD et BCD, le côté CD et les deux angles adjacents , on 
pourra donc calculer les côtés AC et BC; en résolvant en- 
suite le triangle ACB, où l’on connait les côtés AC et 
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BC, ainsi que l’angle compris, on aura la distance cher- 
chée AB. 

*■ Voici le détail du calcul. Désignons par la notation ha- 
bituelle les côtés et les angles du triangle ABC , et posons 
en outre CD = d ; on aura , pour déterminer log a et log ô, 

log a — log S -4- log sin BDC -f- conip log sin ( BDC -t- BCD) — i o, 
log ô = log 5 -H log sin ADC ■+■ conjp log sin (ADC ACD ) — i o . 


' Il n’est pas nécessaire, comme on va voir, de calculer 
les côtés rt et ô , leurs logarithmes suffisent. Résolvons le 
triangle ARC ; on a (n” 119) 


tang - (A — B) = — — r cot - G. 
” 2 ' ' a + b , 2 


Soit Cf un angle auxiliaire, tel que 


6 = fjtangf ou tangf = -; 


on aura 


tang-(A — B)=^ — JiîîËI rot 1 C , 

” 2 ' ' i- 4 -tangç 2 

- OU', à cause de tang 45” = 

tang - (A — B) = cot - C= tang (45“ — ?) cot - C. 

' 1 - 4 - tang 45“ tang <p 2 ^'2 

Il suit de là que l’angle - (A — B) peut être calculé par la 

® ' 

formule 

I • 

log tang - (A — =B) = log tang (45" — <fj -h log cot - G ' 

3 2 


l’angle auxiliaire 9 ayant été préalablement calculé par la 
formule 

■ ■ log tang If = log 6 — log«. 
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ConiiaissÆiil la (lillëreiu’e des angles A et B, et, pai TOii- 
séqueiii, ces angles eux-inëmes, ou aura la distance cher- 
chée c, par la formule 


c 


a sin C 
sin A 


log c — log II -t- log sin C -f- eomp log sin A — i o. 


ni. PROBLEME IV. — Trois points A, B, C (fig. 17) 
sont situés sur un terrain uni, et l’on demantîe d’y retrou- 
ver le point M, d’où les distances AB et BC ont été vues 
sous des angles connus act ê. 

Le point M est à rintcrseciion des segments capables 
des angles « et 6’, construits sur AB et BC respective- 
ment. 

■ Soient AB = a , BC = fe , et prenons jmur inconnues les 
angles MAB ^ x et MCB -j.- Les triangles AMB et CMB 
donnent 


d’où 


et 



sin a siu S 

asiuj: bsinjr 

sin a ~ sin 6 

sin X 6 sin a 

sin a sin 6 



Soit f un angle auxiliaire, tel que 

6 sin a 
iangŸ= — 

a sin fi 


on aura 


sin X 

= tangy, 

sin J' 
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d’où , . . • - . . 

sili X — sin tang f — i 
sin X + sin/ lang <f i 

ou (n“ 44) 

ungljx-r) ^ ja^ gy - tang 45 ° ^ ( 450). 

lang|(x+_y) I + tang ly tang 45” 

On a d’ailleurs, en désignant par u l’angle ÂBC, 

X -j-j = 36o“ — a — 6 — M, 


don*' 


tang ^ (x — x)= fai'g (ÿ — 4®“) •“"S ( ' )* 


A l’aide de cette formule, on calculera l’angle ^ (x — j) , 

et cohunc x -{-j est connu , on aura les angles x' et y qui 
déterminent la position du point M, ■ ^ ^ 

Bemarque. — Si l’un des facteurs de tang'^ [x — y) est 

nul sans que l’antre soit inlini , les angles X ety sont égaux 
entre eux. Mais si le second facteur est infini, le premier 

est nul et la valeur de tang ^ (x — y) se présente sous la 

forme On peut vérifier que, dans ce cas, le problème est 
effectivement indéterminé. En effet, la condition pour que 

/ „ a + ê-i-w. 
tang ^180” ) 

soit infinie est que 

a + 6 -I- 6> = i8o“, ' • 

c’est^à-dire que le quadrilatère ABCM soit inscriptible; par 
conséquent, les deux segments capables des angles a ét é 
dont l’intersection détermine le point M, coïncident. Alors 
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tang (ç — 45”) est nulle. En ell'et, ‘*“ 8 ? — ’ 

mais — r et — sont (n° 107) les diamètres des cercles 
sin 5 sin a ' ' 

circonscrits aux triangles ABM et ACM , et puisque ces 
deux cercles coïncident , on a tang 9 = 1 , par suite (f = 45 “, 
et tang (ip — 45“) = o. 

Questions proposées. 

1. Résoudre un triangle, connaissant la base, la hau- 
teur, et la dilliérence des angles à la base. 

2. Résoudre un triangle, connaissant les trois hauteurs. 

3. Résoudre un triangle, connaissant ‘les rayons des 
cercles exinscrits. 

4. Calculer l’aire d’un trapèze dont on connaît les 
quatre côtés. 

5. Construire un triangle équilatéral dont les sommets 
reposent sur trois circonférences concentriques, ou* sur 
trois droites parallèles situées ou non dans un même plan. 

6 . Par un point O, pris sur le prolongement du dia-' 
mètre AB d’un cercle ayant C pour centre , on mène 
une sécante OiMM', et l’on demande de démontrer que 

le produit ïatig~ MCO. tang M'CO cÿt constant, quelle 

que soit la sécante menée par O (fig. 18 ). 

7. Quatre droites OP, OA, OQ, OB, issues d’un même 
point , sont coupées par une sécante PAQB ; démontrer que 

le rapport ^ ^ a une valeur constante {fig. 19 ). 

8 . Quatre plans OP, OA, OQ, OB, menés par une 
même droite O, sont rencontrés par une sécante PAQB; 
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démonli-er que le rapport ^ ^ a une valeur constante 


[fis- * 9 )- 

9. Trouver les surfaces des polygones réguliers de n 
côtés inscrit et circonscrit au cercle de rayon r en fonction 
de n et v. Eu déduire les relations connues entre les sur- 
faces des polygones réguliers inscrits et circonscrits de n et 
•1 n côtés. 
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LIVRE CINQUIÈME. 

TRIGON'ONÉTRIB SPHÉRIQUE. 

Iliit de la trigonométrie «pheriquo. — Relations entre les angles et les eôtés 
d’un triangle sphérique. — Méthode pour déduire des relations précé- 
dentes celles qui sont relatives aux triangles rectilignes. — Résolution des 
triangles sphériques rectangles. — Résolution des triangles sphériques 
ohliquanglos. — Formules de Delambrc et de Néper. — Application dos 
formules de Képer k la rcsolntion des triangles sphériques. — Résolution 
d'un triangle sphérique dont les côtés sont très-petits par rapport au 
rayon delà sphère. — Applications delà trigonométrie sphérique. 


But de la trigonométrie sphérique- 

14S. La trigonométrie sphérique a pour but la résolu- 
tion (les triangles sphériques. Résoudre un triangle sphé- 
rique, c’est calculer les nombres de degrés, minutes, etc., 
que contiennent ses côtés et ses angles , quand on a un 
nombre de données suffisant pour que le triangle soit dé- 
terminé. 

Quand on connaît les nombres de degrés contenus dans 
les côtés d'un triangle sphérique , on trouve facilement , si 
l’on en a besoin (n" 86), les rapports de ces côtés au rayon 
de la sphère. 

îNous ne considérons t{ue les triangles sphériques dont 
les côtés sont moindres que i8o degrés, en sorte que si 
AllC {fig- 20 ) est un triangle sphérique tracé sur une 
sphère dont le eentre est O , en joignant ce point O aux 
trois sommets, on formera un angle trièdre dont les angles 
plans et les angles dièdres seront mesurés par les mêmes 
nombres (n" 101 ) (jue les côtés et les angles du triangle 
sphérique, pourvu qu’on prenne pour unité le rayon de la 
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Nous désignerons toujours, dans ce livre, par A, li , d 
les nombi'cs de degrés contenus dans les angles d'uii triaii-* 
gle, et par a. A, c les nombres de degrés contenus respcG- 
tivement dans les côtésop posés. 

Relations entre les angles et les côtés d’iin triangle 
> sphérif/ue. 


146. Relations entre les trois côtés et un angle. — Soit 
ABC ( fig. 20 ) un triangle sphérique tracé sur une sphère 
quelconque dont le centre est en O , et dont nous prenons 
le rayon pour unité. Nous supposerons que les côtés h et c 
sont moindres chacun que 90 degrés. Joignons le centre O 
aux trois sommets, et menons aux arcs AB, AC, les tan- 
gentes Aü, AEqui rencontrent en D et E respcclivemenl 
les rayons OB et CXi prolongés. On a 

AD = tang c , OD = sec c , AE = tang h , OK = sie h , 


et 


DAE=A, DOE = n. 


Cela posé , les triangles DAE et DOE donnent 
DE = ÂÎD V A^— 2 AD AE cos DAK , 

DË’=; ÔdV Oe’— 2 OD . OE cos DOE, 
d'où , en retranchant ces égalités l’iine de l’autre , 

(Ôd’— AD ) 4 - (ÔÊ’— ÂÊ’) — 2OD.OE cos DOE 

-I- 2AD. AE cos DAE — O , 


ou, (Ut remarquant (jue 01) — Al) = OE — AE = i , et 
divisant par 2 , 

I — séc b séc c cos ti -(- tang h tang c cos .V = o. 

Mais 


SCC b : 


■ > sec. c : 


cos b 

, sin b 

\m^b=z tangc= ; 

cos h cosc' 


cosc 
sin c 
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- 4 - 


ou 


cos b cos c cos b cos c 


cos a = cos b cos c sin t sin c cos A . 


Telle est la relation qui existe entre l’angle A et les trois 
cAtés. 

Ml. ^ous avons supposé, dans la démonstration précé- 
dente, que les côtés b cl c sont moindres que 90 degrés, 
n^ais la formule trouvée est générale. 

En effet, supposons d'abord {Jig. ai) e^po”, mais - 
h go”, et prolongeons les ares de grands cercles AB et BCi 
jusqu'à leur rencontre en B'; en faisant AB' = c', CB'= a', 
le triangle AB'C donne 

cos a' = cos b cos c' -+• sin b sin c' cos B' AC , 

car les côtés c' et b sont moindres que 90 degrés. En rem- 
plaçant a', c' et B' AC par leurs valeurs 180” — a, 180" — c, 

1 80° — A , et chaugeant les signes des deux membres , il 
vient 

cos a — cos b cos c + sin b sin c cos A , 


ce qui est la relation du 11° 146 . 

Supposons maintenant b ^ 90” et c ^ 90” ; prolongeons 
( fig. aa) les côtés AB et AC jusqu’.à leur renVontre en A': 
en faisant A'C = b', A'B = c', le triangle A' BC donne 

cos a = cos b' cos c' -H sin b' sin c' cos K', 

et, en remplaçant b', c' et A' par leurs valeurs 180" — b , 
180° — c. A, il vient 

cos a =z cos b cos c + sin b sin c cos A , 

ee qui est encore la relation du n'’ 146 . 

Entin cette relation est vraie encore, si l’un des côtés b 
et c, ou tous deux , sont égaux à 90 degiés. Si les côtés b 
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et c sont tous deux égaux à 90 degrés , elle devient 
cos a = cos A ; 

et cette égalité est évidente , car, le point A étant le pôle du 
côté BC , on a A = a. 

Supposons donc que le côté c seul soit égal à 90 degrés ; 
prenons sur l’arc AC [fig- a 3 ) AD = 90", et menons l’arc 
de grand cercle BD. Si BD = 90”, le point B est le pôle de 
l’arc AC; on a donc à la fois a = 90*^, 0 = 90”, et aussi 
A = 90”, car le triangle ABD est trirectangle : alors la re- 
lation du n “146 se réduit à l’identité 0 = 0. Si BD est 
diflërent de 90“, le triangle BDC donne 

cos a — cos CD cos BD sin CD sin BD cos CDB : 
d’ailleurs 

cos CDB = O, cosCD =cos±(9o — A) = sin ô, cos BD = cos A ; 
on a donc 

, cos a = sin ^ cos A. 

Or 'c’est précisément à celte formule que se réduit celle 
du n” 146 quand on y fait l’hypothèse c = 90“. Cette der- 
nière est donc démontrée dans tous les cas. 

148 . De la formule qu’on vient d’établir on en déduit 
deux autres semblables par de simples changements de 
lettres. On a donc les trois relations 

i cos a = cos b cos c sin b sin c cos A , 
cos h = cos a cos c -H sin n sin c cos B , 

I cos c ■=. cos a oos è -t- sin g sin b cos C , 

qu’on doit regarder comme les formules fondamentales de 
la trigonométrie sphérique. Il ne saurait, en effet, en 
exister une autre distincte de celles-là ; car, autrement, en 
éliminant les angles A , B, C, à l’aide des formules (1) , on 
aurait une i-elation non identique entre les trois côtés , ce 
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qui est absurde. Mais an p<‘Ut, des relations (i) , en dé- 
duire- plusieurs autres qu’il est indispensable de connaître. 

149 . Relations entre deux côtés et les deux angles 
opfwsés. — Pour avoir une relation entre les côtés a , b et 
les angles A et B, il suffit d’éliminer c entre les deux pre- 
mières des équations (i) ; mais on parvient plus simplement 
au résultat en opérant de la manière suivante. 

La première des équations (i) donne 

cos a — cos II cos c 
cos A = — -, — : » 


d’où' 

sin’ A = I — cos’ A 


sin b sin c 

sin’ b sin’ c — ( ros a cos b cos c)’ 
sin’ è sin’ c 

( I — cos’ b){\ — cos’ «) — ( cos a — cos b cos r)’ 
sin’ b sin’ c 

I — cos’ c eos’ b — cos’ 0-1-2 cos a cos b cos r 
sin’ b sin’ c 

et, par conséquent , 

sin» A I — cos’ c — ,cos’ b — cos’ a4-2cos«cos/>cosc 


* sin’ O sin’ b sin’c 


Cette valeur de A — - ne change pas quand on y change 
sin’ a ^11 

les lettres a, ô, c les unes dans les autres, et, parconsé- 
(luent, on a ' ■ 

sin’ A sin’ B sin’ C ' ' ' 

■' sin' O ~ sin’ ô sin’c '■> 

enfin, comme les angles et les côtés d’un triangle sont 
moindres que 180", ou a 

sin A sin B sin C 

sin a sin i sin c ’ 

ce qui exprime que dtiiis fout triangle spherùfue , les sinus 
des angles sont proportionnels aux sinus des côtés op- 
posés. 
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150. Relations entre deux côtés , V angle compris par 
ces côtés et l’angle opposé à l’un d’eux. — Pour obtenir 
une relation entre les côtés a , A et les angles A et C , il 
suffit d’éliminer c entre la première et la dernière des re- 
lations (i); on simplifie l’élimination en. faisant usage des 
formules ( 2 ). 

En éliminant cos c entre la première et la dernière des 
équations ( 1 ) , on trouve 


cos a = cos a cos’ 6 -I- sin a sin b cos b cos C -h sin 6 sin c cos A ; 

en faisant passer cos a cos’ è dans le premier nombre, 

remplaçant 1 — cos* b par sin’ b et divisant ensuite par 

sin a sin b , il vient 

. , , ^ ' sin c cos A 

cot a sin è = cos 0 cos C H ; » 

sin a 


. , sin c sm C 

et, a cause de -, — = — -r 
sin a sin A 


il vient 


çot a sin è = cos è cos C -H sin C cot A; 


c’est la relation qu’il fallait obtenir.. 

On en déduit cinq autres semblables par de simples chan- 
gements de lettres, et l’on a en résumé les six équations 
suivantes : 



cot a sin è = cos b cos C -I- sin C cot A , 
cot è sin fl = cos a cos C -H sin C cot B , 
cota sin c = CoS ccosB -f- sin B cot A, 
cot c sin a = cosa cos B -t- sin B cot C , 
cot è sin c = cos c cos A -4- sin A cot B ,! 
cot c sin 6 = cos b cos A -t- sin A cot C. 


1 51 . Relations entre un côté et les trois angles. — On 
obtiendrait une relation entre a, Â, B, C, en éliminant 
et c des équations (i) , mais on y arrive plus simplement en 
faisant usage du triangle polaire ou supplémentaire. Soient 
A', B', C' les angles et a', />', c' les côtés du triangle Sup- 
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plémentairc du proposé; on. a 

cos a' = cos b' cos c' -t- sin b' sin c' cos A'. 


Remplaçant a', b', c\ A' par leurs valeurs i8o° — A, 
i8o® — B, 180” — C, 180° — a, et cliangeant les signes 
des deux membres, il vient 

cosA = — cosRcosC + sinBsinCcosa. ... 

On déduit de là les trois nouvelles relations 

cosA = — cosBcosC + sin B sinCcosn , 
cosB= — cos A cos C sin A sin C cos 6, 
cos C = — cos A cos B -f- sin A sin B cos e. ‘ 

152 . Cas particulier des triangles rectangles. — Les 
angles aigus ou obtus d’un triangle sphérique sont appelés 
angles obliques. Lorsqu’un triangle sphérique n’a qu’un 
seul angle droit, le côté opposé s’appelle hypoténuse. 

En faisant l’hypothèse A = 90“ dans celles des rela- _ . . 

lions (i),(a), ( 3 ), (4) qui contiennent l’angle A , on ob- 
tient les suivantes, qui sont particulières aux triangles rec- 
tangles : 

(5) cos a = cos b cos c ; 



( 6 ) . 


I sin à = sin a sin B , 
I sin c = sin O sin C ; 



L’équation ( 
Dans un 


langé — 
lange = 


tang a cos C , 
tanga cos B, 
sine tang B, 
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r hypoténuse est. égal au produit des cosinus des deux 
autres côtés. 

Il en résulte que les cosinus des trois côtés sont positifs, 
ou que deux d’entre eux sont négatifs; par conséquent, 
Dans tout triangle rectangle, les trois côtés sont 
moittdres que go degrés , ou bien un seul de ces côtés est 
moindre que 90 degrés 

Les équations (6) expriment que; 

Dans tout triangle sphérique rectangle, le sinus de l'un 
des côtés de l'angle droit est égal au sinus de l’hypoté- 
nuse multiplié par le sinus de l’angle opposé. 

Les deux premières équations ( 7) expriment que : 

Dans tout triangle sphérique rectangle , la tangente de 
l'un des côtés de l’angle droit est égide à la tangente de 
l’hypoténuse multipliée par le cosinus de l’angle ad- 
jacent. ' ' • ’ 

Les deux dernières des équations ( q ) expriment que : 
Dans tout triangle sphérique rectangle , Ja tangente île 
l’un des côtés de l’angle droit est égal au sinus de l’autre 
côté, multiplié par la tangente de l'angle opposé au pre- 
mier côté. 

Il en résulte que la tangente d’un angle oblique est de 
même signe que la tangente du côté opposé ; par conséquent, 
ce côté et cet angle sont de même espèce, c’est-à-dire qu’ils 
sont tous deux plus grands ou plus petits que 90 degrés. 

La première des équations (8) exprime que : 

Dans tout triangle sphérique rectangle, le cosinus de 
l’hypoténuse est égal au pn 
deux angles obliques. 

que ; 

'e cosinus d 'un 
êote opposé, multiplié 
■ oblique.' • 



gentes des 


Les deux dqr^ëres < 
Dans tout Uiahgle 's 
angle obli 
ttP'le gn 
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Méthode pour déduire des relations précédentes celles qui 
sont relatives aux triangles rectilignes. 

185. 11 se présente des questions où il est nécessaire de consi- 
dérer les relations qui existent cnire les longueurs des côtés d’un 
triangle sphérique et les angles. 

Laissons indéterminée, pour plus de généralité, l’unité linéaire, 
et soient a, 6,7 et R les nombres qui mesurent les côtes d’un 
triangle sphérique , et le rayon de la sphère sur laquelle il est 
tracé. Si l’on eût pris le rayon de la sphère. pour unité, les côtes 

* ^ "V *, jv' , 

eussent ete représentes par il suffit donc de remplacer 
ïv H R \ 

les lettres a, b ,c par ces fractions dans celles des formules précé- 
dentes qu’on a besoin de considérer ]. 

En particulier , si l’on veut déduire les formules de la trigono- 
métrie rectiligne de celles de la trigonométrie sphérique, il suffira 

de remplacer dans ces dernières a, h , c par J" > ? ét de cher- 

R R R 

cher ce qu’elles deviennent lorsque «, g, 7 restant constants, R 
devient infini. Nous allons faire l’application de ce qui pnicède 
aux formules (i) et ( 2 ) , mais rappelons d’abord un résultat obtcnit 
au n° 85 , et dont nous avons besoin. 

TT 

On a vu que , x désignant un arc compris entre o et — , on a 


sin X <^x et sin x'^ x - 


cos X 1 . — — 


et cosx i 1- 


.r* 

54’ 


si donc on désigne par 0 et ). deux fractions dont la valeur dépend 
de X , mais qui sont toujours comprises , la première entre o et 


[•] On arrive à la même conclusion en remarquant que si l’on iina{;ine 
un triangle semblable au propose sur la sphère de rayon i» les côtés de cc 

a' € 

second triangle ont pour longueurs jr, <"t roiircrmenl d’ailleurs les 

n K 

mêmes nombre» a , , c de degrés que le propose. 
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la seconde entre o et , on peut poser 
sina: = X — 

JO ^ 

cos j; =1 1 - Xx‘. 

' 2 

Considérons maintenant la formule 
. sin a sin b 


sin A sin B ' 


a 6 

en mettant — au lieu de a et à, il vient 
n R 


sin^ sin- 


sinA sinB’ ‘ 

ou , en désignant par 0 et 0 ' deux fractions comprises entre o et ■j , 

0^ ot’ 6 6^ 

R “ R* R ~ 


sin A 


sin B 


a? . 6 ' 


sin A 

Faisant R = oo , il vient < 


sin B 
g 


sin A sin B 

ce qui est la formule fondamentale de la trigonométrie rectiligne. 
Considérons encore la formule 

cos a = cos b cos c + sin 6 sin c cos A, 
ou 

a 6 7 . g . 7 . 

cos ^ = cos — cos s- + sin — sin - cos A ; 

R ■ R R RR 

on en déduit, en désignant par \, Y, X" des fractions inférieures 
à ylf , et par 0 , 0 ' des fractions inférieures à 7 , 

a- ‘T?)»- , 
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KffectuaDt les opérations indiquées dans le second membre , 
supprimant l'unité dans chaque membre, multipliant tout par R’ 
et faisant ensuite R = oo , il vient 

a’ = 6’ -V 7’- — 2 67 cos A , 

qui est la relation entre’trois côtés et un angle d’un triangle lec- 
tiligne. 

Résolution des triangles sphériques rectangles. 


' 134 . Un triangle sphérique peut être birectanglc on 
même trirectanglc. Dans le premier cas, deux côtés sont 
égaux à 90 degrés, et le troisième côté est égal à l’angle 
opposé. Dans le second cas , les trois côtés sont égaux à 
90 degrés. Les triangles de cette espèce ne peuvent donc 
donner lieu à aucun problème. 

La résolution des triangles qui out un seul angle droit 
présente six cas distincts que nous allons traiter , mais 
nous avons, auparavant, une remarque importante à faire. 

Lorsqu’un côté ou un angle d’un triangle sphérique 
est donné par son cosinus, sa tangente bu sa cotangente, 
sa valeur est déterminée ; car ce côté ou cet angle est com- 
pris entre o et 180 degrés. Mais s'il est donné par son 
sinus , il n’est pas entièrement déterminé ; car à un sinus 
donné correspondent deux arcs ou deux angles supplémen- 
taires. 

133 . PjiEMiER CAS. — Etant donnés fhypoténuse a et 
un côté b de l’angle droit, calculer le troisième côté c et 
les deux angles^ obliques B et C. 

L’équation ( 5 ) donne , pour calculer c. 


cos fit _ 
cos b ’ 


et, pour calculer B et C, la première des équations (6) et 
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la premiièrc des équations ( 7 ) donnent '• 


sin B = 


sin b 
sin a 


cûs C = 


tang b ‘ . ‘ 

taiig a 


Remarque. — Le problème n’a qu’une solution , bien 
que l’angle B soit donné par son sinus; car on sait que B 
et b sont de même espèce (n° 1 B 2 ). 

136. Deuxième cas. — Étant donnés les deux côtés b 
et c de l'angle droit, calculer l’hypoténuse a et les deux 
angles obliques B et C. 

L’équation (5) donne, pour calculer a. 


cos a cos b cos c , 

et, pour calculer les angles B et C, les deux dernières équa- 
tions ( 7 ) donnent 


tang B = 


tang b 
sin c ’ 


iang C = 


tang’ c 
sin b 


137. Troisième cas. — Étant donnés l’hypoténuse a et 
l'angle oblique B, calculer le deuxièijie angle C, et les 
deux côtés b et c de l'angle droit. 

La. première éqtialion ( 6 ) , la deuxième équation ( 7 ) et 
la première équation ( 8 ) donnent 

. , . . ' „ cot B 

sin b = sin « sin B , tang c = tang a cos B , tang C = 


Remarque. ■ — Le problème n’a qu’une solution ; car la 
seule inconnue b qui soit donnée par son sinus est de 
même espèce que l’angle donné B. 

158. Quatrième cas. — Étant donnés un côté b de 
l'angle droit et l'angle opposé B, calculer les côtés a 
et c, ainsi que l’angle C. 

La première équation ( 6 ) , la troisième équation ( 7 ) et 
la deuxième équation ( 8 ) donnent 


sin a = 


sin b 
sin B ’ 


tang 
tang B ’ 


sin (i 


cos B 
cos b 
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V* Discussion. ■ — Les trois inconnues a,. c et C sont don-i- 
uécs par leur sinus , en sorte que chacune tl’clles est suscep- 
tible de deux valeurs sùpplénientaires. Il importe donc 
d’examiner les valeurs qu’il faut prendre ensemble. 

D’abord , si A = B, on a 

sin a = sin c = sin C =: I , « =; c = C = 90“, 

et le triangle est bi rectangle. Supposons donc b différent 
de B. ■ 

i‘‘. Si b est 90“, il faut , pour que le .problème soit 
possible , que B soit aussi 90", et qu’on ait b BcSuj>- 
posons cette condition remplie: cos b étant positif , l’équa- 
tion cos a = cos b cos c montre que a et c sont de même 
espèce; ç et C sont d’ailleurs aussi de même espèce. Si donc 
011 désigne par a', c' et C ' les valeurs inférieures à 90 degrés 
que les Tables font connaître pour <1, c et C , ou aura ces 
deux solutions : • 

a = a', .• c=c', C — C, 

, a =180“ — n', c=i8o” — r', C = iSo"— C'. 

2". Si b est >90°, il faut, pour que le 'problème ‘ 
soit possible, qu’on ait B^-qo" et & > B. Supposons 
celte condition remplie': cos b étant négatif, l’équation 
cos a =3 cos b cos c montre .que a et c sont d’espèces diffé- 
rentes; et, comme c et C sont de même espèce; en dési- 
giiant toujours par n', c' et C' les valeurs de a, c et C que 
les Tables fout connaître, on aura ces deux solutions : 

n = a', , r^riSo" — c', C == 1 80“ C', 

(I = 1 80" — 17', r = c', *• C = C'. 

Ramarfjue. — 11 est facile de voir, à priori, qu’en ex- 
ceptant le cas de = B, le problème admet deux solutions 
lorsqu’il est possible. Supposons, en elfet, que le triangle 
ABC, rectangle en A (Jig. 21), satisfasse à la question, 
cl prolongeons les côtés AB et BC jiis(|u’à leur rencontre 
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en formera un second triangle rectangle AB'C qui 

satisfera aussi à la question. ■ \ - 

159'. Cinquième cas. — Etant donnés le côté b et l’angle 
adjacent C , calculer V angle B et les deux côtés h et c. 

La première et la quatrième des équations ( 7 ) donnent , 
pour calculer n et c , . 


tan" b . , ^ ' 

tang a — 1 tang c = sm b tang C ; 

et la deuxième équation (8 ) donne , pour calculer B , 
cos B =r cos b sin C. 


160. Sixième cas. — Etant donnés les deux angles 

obliques B et C , calculer les trois côtés a, b , c. 

Les formules (8) donnent 

„ _ , cos B - cos C 

cosa :^= cot Bcot C, cos o = -7 — cosc=-^ — 

sin C sin B 


161. Il y a une précaution à prendre avant d’appliquer 
le calcul des logarithmes aux différents cas que nous venons 
de traiter. Voici en quoi elle consiste ; si l’angle ou l’arc 
qu’on veut calculer est donné par son cosinus ou sa tan- 
gente, et que la valeur de ce cosinus ou de cette tangente 
soit négative, on calculera à sa place l’angle supplémen- 
taire qui a , au signe près , même cosinus et même tangente. 


Résolution des triangles sphériques obliquangles. 

162. La résolution d’ün triangle obliquangle peut quel- 
quefois être ramenée à celle d’un triangle rectangle. 

1°. Si parmi les éléments donnés sc trouve un côté égal 
à 90 degrés, le triangle supplémentaire du proposé est rec- 
tangle ; on résoudra ce dernier, dans lequel on connaît deux 
éléments outre l’angle droit; on en déduira ensuite les élé- 
ments inconnus du triangle proposé. 
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2°. Si parmi les éléments donnés se trouvent deux côtés 
égaux a et ou deux augles égaux A et B, la perpendicu- 
laire CD {fig- 24) abaissée du sommet C sur le côté AB, ' 
partagera le triangle ABC en deux triangles rectangles 
égaux dans toutes leurs parties. On résoudra le triangle 
reetangle ACD où l’on connaît deux éléments outre l’angle 
droit, et l’on aura immédiatement les éléments inconnus du 
triangle proposé. 

3 ". Si parmi les éléments donnés se trouvent deux côtés 
a et b ou deux angles A et B dont la «somme est égale 
à 180 degrés, en prolongeant les côtés a et c jusqu’à leur 
rencontre en B' {fig. 21), on formera un triangle AB' C 
dans lequel deux côtés ou deux angles seront égaux. La 
résolution du triangle AB'C se ramène, comme on l’a vu, 
à celle d’un triangle rectangle; elle entraîne d’ailleurs celle 
du proposé. 

Dans chacun de ces' cas , ou peut ainsi éviter de recourir 
à la méthode générale que nous allons exposer. 

La résolution des triangles sphériques oflre six cas db- 
tincts. ; 


163. Premier cas. — Etant donnés les trois côtés n, ô, c, 
calculer les trois angles A, B, C. 

L’angle A est déterminé par la formule 

< 

cos a = cos b cos c -t- sin à sin c cos A ; 
d’où l’on tire 

. cos a — cos b cos c 

cos A = : — ^ 

$m b siu c 


Cette formule n’est pas calculable par logarithmes, mais 
on peut en déduire d’autres qui le sont. Remplaçons cos A 
par la valeur précédente dans les formules 


sin ^ A 
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S in ^ si il c H- cos b cos c coe 


ubin b sin c 


/sill “ 

M ^ / cos(ï — e) — cosrt A / 

V usiu Abiii c . T 


— b-t-C . « 4-6 — <• 

Si/l — 


J ■ . ■ . — /- ^ ^ — . 4 /sm — sm - 

/coso — eos6c08r4-sin6snic wcosa — cos(64-r) XJ 

* V 3sin6sînc V " 3sin6sinc V bin6»iQc 

OU, en désignant par 2 /> le périmelre a b 

... / siu ( /> — sin ( — 6* ) 

sin^ A = i/ ■ •% 

. , , ..V - , i>siîic 

, \ /sin w sin (w — a) 

cos|A= 

‘ ^ V' siüosinr 


sin b bin c 

— tf-f-ft-l- c 


ciifiii, en divisant ces deux (’ormules l’une par l’autre, oti 
obtient la suivante : 


tang 




[p — b) sin {}> — c ) 
sin P sin (p — a) 


Dans ces trois formules, le radical doit être pris positi- 
vement, parce que les lignes trigonomélriques de l'angle 
aigu I A sont toutes positives. Chacune d’elles est calculable 
par logarithmes. On en déduit, par de simples changements 
de lettres, trois autres semblables pour calculer l’angle 15 
et trois pour calculer l’angle C. 

Si l’on doit calculer les trois angles, il convient d’em- 
ployer la troisième formule et les deux autres semblables , 
parce qu’on n’aura , de cette façon , que quatre logarithmes 
à chercher. 

Remarque. — Pour qu’un triangle soit possible avec les 
eèlés donnés a^ h ^ c^' il faut et il suffit que chacun de ces 
cAtés soit moindre que la somme des. deux autres, et que 
leur somme soit inférieure à 36o degrés. On retrouve ces 
conditions en cherchant dans quel cas la valeur précédente 
de tang -j A est réelle, ou dans quels cas les valeurs de 
sin Y A cl de c-os { A sont réelles et moindres tpie i . Nous 
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n’entrerons pas dans les détails de cette discussion ,' mais 
nous engageons le lecteur à la faire lui-méme. 

■ f64. Deuxième cas. — Étant donnés deux côtés a et b, 
ainsi que l'angle A opposé à l’un d’eux, calculer le côté 
c et les angles B et C. 

On calculera l’angle 13 par la formule 

. „ sin A sin A 

. sinB = : 

sin a 


On obtiendra ensuite le côté c à l’aide de la formule 
cos a = cos b cos c -f- sin A sin c'eos A 

■=z cos A (cosc -t- tang A cos A sin c) ; 

■pour cela, on calculera, comme au n" 99 , un angle auxi- 
liaire ;p, tel que 

tang <p = lang A cos A . ' ' ’ ' ’ 


On peut prendre Banglc y entre o et qo degrés ou entre 
90 et 180 degrés, suivant que tang h cos A est positif on 
négatif. D’après cela, il vient 


d’où 


cos a =z cos A (cosc lang y sin c*, 


cos A , ... 

= (cosc cos<p sin c sin ®), 

cosç ' ^ 


cos A 
cos f 


CüS(c — If), 


cos (c <f) — 


cos a cos 
cos A 


Cette formule fait connaître c — 9, et, par suite, c. 

Le côté c étant connu , on pourrait calculer l’angle C par 
la formule , " 

. „ sin c sin A 

'sin C = - — . ; 

sin rt 

■» V 

mais si l’on veut obieiiir direetemenl C, , 011 fera usage de la 



formule 
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cot a sin b COS b cos C -H cot A sin G. 


Ou calculera uu angle auxiliaire <// compris entre o et 
1 8 o degrés , et tel que _ . 

, cot A . • 

tang rp = 7 ; . 

cos b , , 

on. aura alors , ' • 

cot rt sin = cos 6 ( cos G tang 4’ ^ ) 


d’où 


cos b , „ . , 

= — ^') r 
coSi|; ' 


cos (G — ifi) = cot rt tang i cos \{i. 

Celte formule fera connaitre C — 1 |/ et, par suite, C. 

I(î5. L’introduction des angles auxiliaires <j) et dont 
nous avons fait usage, revient à décomposer le triangle AUC 
[Jig. 24 ) en deux triangles rectangles , par une perpendi- 
culaire CD = /i. Eu effet, désignons par <p l’arc AD, et 
par tp l’angle ACD; le triangle rectangle ACD donne 

cos b 


tang ç = tang b cos A , cos h = 


cos ç 


puis le triangle BCD donne 

, , cos a cos a cos o 

cos (c — (f ) = = 

' cos n cos b 

L’angle ip est donc le môme que celui désigné par la même 
lettre au n” 164. 

De même , pour trouver C , on a , dans le triangle ACD , 
cot ij( = cos b tang A , tang h = cos tang b , 
et , dans le triangle BCD , ‘ 

cos (G — 'I' ) = cot a tang h — cot a tang b cos 4/ , 

d'où l’on conclut que l’angle i|» est le même que celui du 
n"164. 
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Nous avons supposé que le pied D de la perpendiculaire 
AD tombe entre Â et B ; il peut en être autrement ( Jlg. a 5 ) . 
Le point D, situé, dans tous les cas, sur la demi-circonfé- 
rence ABA', peut tomber entre B et A'; mais, dans ce cas, 
il n^ a d’autre changement à faire que celui de c — <p et 
C — ip en — c et \p — C, et l’on voit que les formules 
précédentes ne changent pas, puisque les angles c — q) et 
C — li n’entrent que par leurs cosinus. 

166 . Discussion. — Reprenons les formules 


sin B : 


sin ê sin A 


, , cos a cos « 

cos(c — f) = 

cos b 

cos ( C — '}') = cot a tang b cos ; 


il faut, pour que le problème soit possible, que les seconds 
membres soient compris entre — i et -I- i . Supposons cette 
condition remplie. Les Tables feront connaître pour B une 
valeur M comprise entre o et 90 degrés , et pour c — 9 
et C — 1^, des valeurs N et P comprises entre' o et 
180 dt^rés; mais on satisfera aussi aux équations pré- 
cédentes, en prenant B = 180° — M, c— 0 = — N, 
C — P = — P. Et , en effet, il peut y avoir deux solutions. 
Nous reviendrons plus loin sur la discussion de ce pro- 
blème; mais nous croyons devoir montrer dès à présent 
comment on peut déterminer , dans chaque cas , les valeurs 
de B, C et c, qu’il faut prendre simultanément. On voit, 
par les fig. 24 et aS , que les différences c — 9 et C — <p 
sont toujours de même signe; on devra donc prendre 


et 


c = f -t- N avec C = 1(1 P , 

e = Ÿ — N avec C = i|» — P. 

Voyons quelle valeur de B il faut choisir dans chacun de 


ces cas. 
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Si l’on prend c ;= (p IN , on est dans le cas de la Jig. a4 , 

le pied de la perpendiculaire CD est entre A et R ; alors les 
angles A et R , dans les triangles rectangles ACD et RCD , 
sont tous deux de même espèce que le côté CD. On devra 
donc prendre 

- B = M ou B= i8o“ — M , ’ 

suivant que l’angle donné A sera aigu ou obtus, 

Si l’on prend c = y — N, on est dans le cas de la Jig. ,a5 ; 
alors dans le triangle rectangle CAD l’angle A est de même 
espèce que CD, tandis que dans le triangle CRD, CD est 
de même espèce que l’angle CDD, et , par conséquent, d’es- 
pèce différente de R. Les angles A et R sont donc d’espèces 
dillérentes, et, par conséquent , on devra prendre 

B=i8o» — M ou B = M, 

suivant que l'angle donué A sera aigu ou obtus. 

Chacune des deux solutions qu’on vient de considérer 
cessei’a d’exister, si la valeur de c ou de C qui lui corres- 
pond est négative ou supérieure à 180 degrés. 

167. Troisième cas. — Étant donnés les deux côtés a 
et b ainsi que l'angle com/^ris C , calculer le troisimu; 
côté c et les angles A et R. , 

On calculera le côté c par la formule , . , 

cos c =.cos a cos b -+- sin a sin b eos C 

= cos « ( cos è -I- sin è tang n cos C). 

Pour cela, ou déterminera un angle auxiliaire p, tel que 
lang f ~ tange c.os G ; 

il vient alors 

cos c = cos a ( cos b -t- tang iji sin b ) , 

i. ■ cos a cos [b — (f ) 

formule calculable par logarithmes. Clicrchons inaintenanl 
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l'angle A. On a 

cot a sin b = cos b cos C -t- sin C coi A ; 

col a sin b — cos h ros C 
sin C 
' cot a . 

^cos c 

^ cot C (cot Ÿ sin i — cos b ) , 

cot C sin [b — 

cos Ÿ ’ 


^ / cot « . , , \ 

— cof(. I sm b — cos b | , 

\ cos C / 




pétant l'angle auxiliaire déjà employé. Pour calculer B, 
on trouverait de même la formule 

„ cot c sin f i 

, cot B = V . 

‘■“S Y „ , 

l'angle auxiliaire étant déterminé par l’équation ' 


lang •(/ tang h cos C. 

Remarque. — L’introduction des angles auxiliaires y et 
revient à décomposer le triangle en deux triangles rec- 
tangles, i” par une perpendiculaire abaissée de A sur BC; 
a° par une perpendiculaire abaissée de lî sur AC. 

168. Quatrième cas. — Étant donnés le coté c et les 
deux angles adjacents A er B, calculer l'angle C et les 
côtés a et b. 

Pour calculer C, on se servira de la formule 

cosC = — cos A cos B -I- sin A sin B cos c 
= cos.A ( — cosB H- sin B tang A cosc.. 

Soit ® un angle auxiliaire, tel que 


on aura 


cot y = tang A cos c ; 
cos C = cos A l — cos B -f- sin B cot y) , 
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1 

OU 


COS A sin ( B — ®) 

cos C — ; 1 

sin<p 


formule calculable par logarithmes. 

Le côté a s’obtiendra par la formule 

cot a sin c = cos c cos B -t- sin B cot A 

/ „ . „ cot A 

r= cos c I cos B 4- sin B 


d’où l’on tire 


coac 

= cosc (cos B + sin B tangç) 

cos c cos (B — (p ) _ 

cos y 

t 

cot c cos (B — I? ) 
cot a =r •' > 

COSf 


cot i = ■ 


Ÿ désignant le même angle auxiliaire déjà employé. On 
trouverait de même, pour calculer le côté ù, 

cot c cos (A — tJ/ ) 

^ cos-^ ’ 

(/» étant un angle déterminé par la formule'^v‘>^' 

> ^ 

' ' <!Ot^ 3= tang B cos c. . .. 

469. Cu«}mÈitÉ CAS. — Étant donnés deux angles 
It côté Of opposé à l’un d’eux, calcu~ 
^ W b et c, 

Le c&ti 




et” * > 

sin b 


'S 

sin a sin B 


“ * . ^ sin A 

Pour trouver l’angle 0 , on emploiera la formule 
” *■ cos A = — cas B cos C 4- sin B sin C cos a 
*i = cos B (— cos C 4- sin C tang B cos a). 

Soit un angle auitiliaîre tel que 

cot ij/ = tang B cos »; 


M: 
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H vient 


d’où 


cos A = cos B ( — cos C 4- sin C cot ^|<) 

« 

^ cos B sin (C — i]i ) 


sin (C — -|() = 


cos A sin 4< 
cos B 


Pour,calculer le côté c , on se servira de la formule 
, ' • cot <7 sin c =: cos c cos B sin B cot A , 

d’où résulte 

cot a . 

sin c — cos c = tanc B cot A . . 

cos B , 

Soit (p un angle auxiliaire, tel cpe 


cot ç = — 


cot <7 


sin B 


on aura 


ou 


cot ip sine — cosc = lang B cot A, 

sin(c — tangfi cot A sin<p. 

Remarque. — Ce cas, comme le deuxième, peut ad- 
mettre deux solutions. La discussion est identiquement- 
la même. 

170. Sixième cas. = — Étant donnés .les trois angles 
A, B, C, calculer les trois côtés a, b, c. 

Le côté a est déterminé par l’équation , ‘ , 


cos A = — cos B cos C 4- sin B sin C ros a, 


qui donne 


cos 77 = 


cos A H- cos B cosC 
sin B sin C 


1 1 
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Ou déduit de lit 


J /sinnsinC — cosBcosC — cosA ^ /— cosA 

V asinHsinC y ?. si 


■ cos ( B -t- C) 


sin B sin C 


V 


/ A-t-B + C -A-i-B + C 

/ — C08 COS — ^ 


sin B sin C 




sin B sin c -(- cos B cos C + cos A 


•X sin B sin C 


/ cos A + 
V ?. si 


cos (B — G) 


sin B sin C 




B 


C A — B C 
— cos 


sin B sin G 

ou, en faisant , pour abréger, A + B -I- C — i8o“ = 2 A , 


. I /sin A su 

sin - G 1 / ; 

2 V sin B 


sin (A — A) 


sin G 




— A) sin (G — A ) '' 


sin B sin G 

On a encore, en divisant ces deux formules l’une par 
l’autre, 


tan: 


1 / sin A si 

2 ” y sin ( B — i 


sin (A — a) 


a) sin (g — A)' 


Chacune des trois formules précédentes est calculable par 
logarithmes; on peut, par de simples changements de 
lettres, en déduire six autres , qui serviront à calculer les 
côtés è et c. 

r 

171. Mous avons résolu directement les six cas que pré- 
sente la résolution des triangles sphériques obi iquangles ; 
mais il faut remarquer qu’on aurait pu sc dispenser de 
traiter les trois derniers, qui se ramènent immédiatement 
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aux trois premiers par la considération du triangle supple- 
nientairc. 

Formules de Delambre et de Néper. 
i 72 . En posant a -(- A c = 2/>, on a (n" 163 ) 

' /sin /> sin [p — a) 


sin {p — ù) sin (yj — r) 


sin è sin c 


. I . /si 

' P _ ; — ")sin(/' — 

V sit> " sio e 

in i C = . y sin(/^ — «) sin )/; — ») ^ 
2 V fl sin /> T 


) cos 


4 *=\/- 

c «1 b = ./Sïï 3 ^*» 

2 y sin a i 


sin b sin c 

■ 'W-- 


r sine 


I „ /sint/ sin [u — el 

cos - C = i / — — ; - 

3 y sin O Bin b ' 


D’après cela , les formules ' 

sin 7 (A it B) = sin I A cos 7 B ± cos 7 A sin 7 B , 
cos 7 (A ± B) = cos 7 A cos 7 B ;qr sin 7 A sin 7 B 
donnent ' v , 


Slll 


sin-(A±;B)=- ^ ./ . - - . , 

" sin c y sin a sin b 

sin (y> — i) rt sin (/^ — a] i 


(p — è) ± sin (y> — n) /sinyisin(/> — c) 
sin c y sic 


sine . 


' * rs 

• COS - C, 
2 


COS 


■ /^^g'_ siny^zpsin(yi — c) / sin(/> — n) 
3 ' sin c y sin a 


— a) siu{p — b) 


sin b 


^sin/iqzsin(;i-e) 

, • sine 3 

d’ailleurs 

sin ( y» — n ) 4- sin (/> — é ) = 2 sin 7 e cos \{a b), 

sin ( /J — b) — sin (yj — n ) = 2 cos 7 e sin 7 (a — b), 

siny) 4- sin(y» • — c) = 2sin 7(0 4- è) cos-j-e; 

sin p — sin (y^ — ^) = ’• eos-ÿ (n 4- é) sin 7 c , 


sin e = 2 sin 7 r cos 7 - c 


ir. 
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/ siu f ( A 4- B ) cos-j(« — ^ 

<os-jC ~~ cos4<’ 
sin j( A — B) _ sin — IA 


COS 7 C sin|c 

cosi{A4-U) cos-j-(/J 4- é) 

sin^C ~ cos|c 

‘rosi (A — B) sin-jp(a 4- b) 

sin iC ~ sin i c 

Ci‘s formules ( 1 ) ont été découvertes par Delambre, qui 
les a fait connaître en i 8 oj, dans la C,oiuiaissutice des 
Temps pour 1809 (page 445). M. Gauss, à qui elles sont 
quelquefois attribuées, ne les a données que deux ans plus 
lard, dans l’ouvrage intitulé ; Theovia motus corporum 
coelesiiuiH in scclionibus conicls soient ninhientiiim . 

173. Si l’on divise la première des équations ( 1 ) par la 
troisième, la deuxième par la quatrième, puis la quatrième 
parla troisième et la deuxieme par la première, on obtient 
les quatre suivantes ; 

' ' . „ros-r(rt — b) 

tang jl A + B) = cot^C ■ 


iang|(A — B) 


' cos-j {/I 4- b) 

o.lfcï"''"-*’ 


<») 


tangt \a 4 - b) =. tatig^r 
tangi(o — b) = tangjc 


sin y ( fl -t 
COSy (A ■ 


b] 

-B) 


COSy (A 4- B) 
sin ÿ(A — B) 


sinÿ(A+ B) 

Ces équations ( 2 ) sont appelées formules de Néper. Cha- 
cune d’elles est une relation entre cinq éléments d’un tri- 
angle sphérique. 

Application des formules de Néper à la résolution 
des triangles sphériques,. 

174. Les formules de Néper peuvent être appliquées 
avec avantage à la lésolution des triangles sphériques ; elles 
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permeltcnt d’éviltT l’emploi des angles auxiliaires, (.'/est 
ce que nous allons faire voir. 

Decxièmiî cas. — Étant donnés deux eûtes a et i, ainsi 
que V angle A o/sfwsé à l'an d'euX , calculer le côté c cl 
les angles B et C. 

('ouune au n" Kii, ou calcule l’angle B par la formule 

sin b sin A 


sin B = ' 


siil a 


ensuiteles formules de iNéperdoiiueiit , pour calculer l’angle 
(', et le c6té c , 


(-). 


( 2 ) 


, .('«««T'' 


_ tang^ 

■ ( A + 

-B) 

eus 

Tt 

a -f- 

1) 


C(»s 


"z: 




_ 'ong ■; 


-b) 

eus 

iO 

\ -1- 

B) 


(H»S 

l(A 

— 

B) 



__ ■ 

KA- 


sin 

H 

a + 

Z' J 


sin 

H" 

— 

*) 



tarig { 

\(a - 

-b) 

sin 

t(- 

\ 

J?) 


sin 

K A 

— 

B) 




formules qui sont calculables par lugârillimes. 

Discussion. — Dans le cas particulier de a — l>, on a~ 
aussi A 3 = B, et les formules ( 1 ) donnent 
cot 10 = taiig A cos a , 
tangi c,= tang fl cos A. ■- 

Pour que le problème soit possible, 11 faut et il suBit que 
cot f C et lang -j c soient positifs , c’est-à-dire que tang A et 
cos a, cos A et tang a aient le même signe, ou que A et a 
soient de même espèce. 11 n’y a qu’une seule solution. 
Passons au eas général. 11 faut, pour que le problème soit 

, sin b sin A . . , . . 

possible que — soit moindre que i ; si cette condi- 

tion est remplie, il y a deux valeurs de B qui satisfont à 

,, , . ... sin b sin A ,, \ , , 

1 équation sin n = — : 1 une M est plus petite que 

<)o degrés , l’autre !M' est égale à 180 " — M. 
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Pour que l’une de ces valeurs de B réponde à la question j 
il faut et il suffit que les valeurs correspondantes de cot | C 
et de Ung \ c soient positives , et par conséquent , d’après les 
formules (2), que A— Bel a — b aient le même signe. Ainsi 
la condition pour que M réponde à la question estque A — M 
soit de même signe que a — A ; de même la condition pour 
que M' y réponde est que A — M' soit de même signe que 
a — h. On voit que le problème peut admettre une ou deux 
solutions;.!! peut aussi n’en admettre aucune. 
i“. Supposons A<9 o‘>. 

Si a est < h, la formule sin B = ^ donne M > A, 

' sin a 

èt, à fortiori, M' > A; il y a donc deux solutions. 

Si a est > A, on peut avoir 

rt-hè<i8o", a + 6 = 180", rt + é>i8o“. 

Dans le premier cas , on a 

b 1 80“ — a, sin é < sin fl , 

alors M est < A ; mais M' éunt ]> A , il n’y a qu’une seule 
solution. 

Dans le cas de o -+- A = 180“, 011 a 

é = i8o°— a, sin A = sin a, 

alors M = A , et M' > A ; il n’y a donc aucune solution. 
Dans le cas de a 4- A ^ 1 80", on a - . 

b ^ 1 80" — a , sin A sin a , 

alors M est > A , et , à fortiori , M' > A-, il n’y a donc au- 
cune solution. 

2®. Supposons A 90® et A ^ 90®. 

Si 0 est A, on peut avoir 

a -f- A 1 80", a -t- A = 1 80", a 4- A 1 80". 

Dans le premier cas, on a 

A<^i8o" — a, sin A sin a, 

.alors M est ^ A , ei , .à fortiori . M' ^ A ; il y a donc deux 
solutions. • . 
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Dans le cas de a -t- A = i8o“, ou a ... 

6=180“ — a, sin6 = sina, 

alors M = A , M' ^ A ; il n’y a donc qu’uiie solution . 

Dans le cas de m -t- A 1 8o", on a 

b 1 80" — a , sin 6 sin a , 

alors M est <[ A -, mais comme M' est A , il y a encore 
une solution. . . • 

Si a est A, on a 

sin a sin 6 , 

puisque n et i sont obtus: alors on a M A , et , à foriioii , 
M' > A^ il n’y a tlonc aucune solution. 

L’hypothèse se discute de la même manière. On 

peut comprendre 1 <‘S résultats dans le tableau suivant ; ^ 

i a<^b. . deux solutions, 

" = * • unesoludon, . 

o>éeta-(-6<[i8o". . . 7 une solution, 
a]>6eta +- 6 = ou ]>i8o"_, aucune solution. 

1 a<^6eta-(-6<^t8o“ deux solutions, 

rt<[6 et fl -(- 6= ou ]>i8o“, une solution, 
fl = ioiifl]>6 aucune solution. 

I a<lèoua=6. . ... . . 'aucune solution, 

a~y>b et fl-+-6>i8o“. . . . deux solutions, 

fl^6 et a 4 - 6 = ou Ci8o“. aucune solution. 

A>90“^ " / fl<^6 etfl-+- 6>i8o“. . . . une solution, 

I,. I fl<'6 etfl-H 6 = ou<'i8o®. aucune solution, 
lo^Qo“< , . 

ia = o une solution, 

[a'^b deux solutions. 

Nous n’avons pas considéré le cas de A = 90®, parce qu’il 
convient alors d’employer la méthode du n'’ 155 , .ni celui 
où b est égal à 90 degrés , parce qu’il se ramène au cas des 
triangles rectangles à l’aide du triangle supplémentaire, 
ainsi que nous en avons déjà fait la remarque au h® 162 . 

175 . TnoisiÈME CAS. — Étant donnés deux côtés a et h 
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ainsi que l’angle coiiifjw calculer le côté c et les angles 
A et B.' 

formules de Mépei' doiiiient , 


i 




• »• 


lang ifA 4- B^'=: cot | 

cos-j-(«4-o) 


V 

langi{A — B) = cot| 

sini(a — 6) 
sin-i-{a4-è) 




Ces foriuuleâ pernieUroiu de calculer j (A 4- B) et \ (A — B) , 
par suite A et B. 

Quant au côté c, ou peut le calculer par la formule 

tanc ■ c - 1/ ^ ^ ' 

^ * V sin (A — A) sin ( B A) 

du n” 170. On voit que le problème n’a qu’une solution. 

170. Quatrième cas. — Étant donnes un coté c et les' 

deux angles adjacents A e/ B, calculer l'angle C et les 

deux côtés a et b. 

Les formules de Néper donnent ' ‘ V 


, , , . , cos ÿ (A — B) 

UngH« + ^) = ^"g-%- osi 7 A + B) ’- 


tang i (a — i) = tangue 


sin A (A — B) 


sin i (A -+- B^ 

On pourra ainsi calculer -j (n 4- fe) et -j (a' — b)-, par suite 
a et b. On calculera ensuite l’angle C par la formule 

tang 1 C = 

V sin/?sin(/> — c) 

■ du n® lOd'. 


177. Cinquième cas. — ‘Étant donnés deux angles A 
et B et le côté a opposé à l’un deux,- calculer l’angle C et 
les deux côtés b et c. 

On calculera b à l’aide de la formule ' 


, * . 


^ , sin fî sin B 

sin O =r : 9 

sin A 


V • f 

- - 
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puis les fonnules de Puéper dcmncut , pour calculer c et C , 

I _ tang ^{a — b )"sin {A -t- B) 


tang i c = 


sin 4 (A, — B) '• 


col -iC 


, f, J. tang 4 ÇA — ' 'l^sin 4 ja'-^ ' 

~T- sin ^ la — i) ^ 


Remarque. — 11 peut y avoir deux solulious. La discus- 
sion est identique à celle du n° 174. On peut d’ailleurs 
ramener le probité au deuxième cas , par la considération 
du triangle supplémentaire , ainsi que nous en avons déjà 
fait la remarque. 


Résolution d'un triangle sphérique dont les côtés sont très^ 
- petits par rapport au rayon de la sphère. 


178. L’illustre Legendre a fait connaître un beau théorème, 
généralisé depuis par M. Gauss, et par lequel on ramène à la 
rcsohition d'un triangle rectiligne, celle d'un triangle sphérique 
dont les côtés sont très-petite par rapport au rayon de la sphère. 
Nous allons présenter ici ce théorème, très-intéressant en lui- 
mèroe, et fort utile diins les opérations grodésiques; mais rappe-' 
Ions d’abord une définition qui en simplifiera l'énonce. 

Considérons un triangle sphérique situé sur une sphère de 
rayon R; soient a. S, y les nombres qui mesurent les côtés, et 
Jt. , sfe , e ceux qui mesurent les angles opposés, ou si l’on veut 
(n° 101), qui mesurent les arcs de la circonférence de rayon i 
correspondants à ces angles. Le nombre 

I ,1e ,-f- Tft» -+- 0 — - w 

trst appelé excès sphérique; si l’on désigne par s la surface du 
triangle, on a , comme on sait , 



Voici maintenant en quoi consiste le théorfane de Legendre ; 
Etant donné un triangle sphérique dont les côtés sont trè.s~petits 
par rapport au rayon de la sphère, si l'on construit un triangle- 
rectiligne qui ait les niéntes côtés que ceux du triangle sphérique . 
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les surfaces des deux triangles seront égales , et les angles du 
triangle sphéritfue seront égaux à ceux du triangle reoti/igne 
augmentés du tiers de l'excès sphérique. 

La démonstration de ce tliéorèmc repose sur les développements 
en série de sin r et de cosx, que nous donnerons dans le livre 
sixième. Nous admettrons, pour le moment , que si x est un très- 
petit arc, on a sensiblement, c'est-à-dire en ne négligeant que les 
puissances de x supérieures à la quatrième , 


sm X = ^ » 

b 


Cela posé, on a (n® 148) 


J» J 

<‘OSX =1 7* 

2 24 


K 6 7 . Ç . 7 

cob — = cos — cos -- -1- sin sin cos X, 

n 1\ HR 


d’où 


eus 

cos = — 


R 


€ 7 


. 6 7 

sin — sin “ 
R R 


nous admettons d*ailleui s que 


cos| = , 

g’ 

g‘ 

24 R*’ 




6 

6' 

e* 

. e 

§ 

e» 

co,-=, 

' ÏR^ 

24 R'’ 

■*‘"r 

~R. 


7 

cos- = 


7‘ 

sinl 

_ V 


2R'^ 

24 R*’ 

sin R 

R 

6 R' 


En portant ces valeurs dans l’expression de cos -A> et négligeant 

toujours les puissances de supérieures à la quatrième , il vient 
' R 

6’ -1- 7' — g' , g‘ — 6« — 7* — 66'7 » 

, 2 

cos X = 

67 


24 R' 


07 / 6’-|-7"i 

R» \ 6 R’ J 


En supprimant le facteur — commun aux deux termes et déve- 
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g'4-7» 

6R» 


6 R’ 


puis négligeant les termes où entre — » on trouve enfin 

gi _t_y _ a> 2a>g=+2a’7’4-5.6"7’ — a'— 6‘— 7* 

j,)eosA= — 

Soient maintenant s ' la surface du triangle recüUgne qui a pour 
côtés a, g, 7 ; X', Tl!,', e', les angles opposés respectivement à ces 


côtés : on a 


sin’oto — 


g’ + 7’-“’ 

cos = — ’ 

2 g7 

2 a’ S’ -h 2 a’ 7’ -I- 26’ 7* — a‘ — g‘ — 7* . 




d’après cela , l’équation ( 2 ) devient 

c êTsm’X' 
6 R’ 


cos .1, = cos .1.' — sin .^/ 


‘ cos .A> = cos itu 

ou, à cause de j 67 sin J»',, 

( 3 ) 

Posons . ' 

X = Jlo' -H X , cos ,t„ = cos ,Ao' cos X — sin sin x ; 
l’angle x éUnt très-petit, on peut prendre cos x = i et sinx = x, . 
il vient alors 

( 4 ) cos = cos x' — X sin ,A>'- 

La comparaison des équations ( 3 ) et ( 4 ) donne 


on a donc 


( 5 ) 


~ 3R” 

! , s' 

■vty — — ^ , 

s’ 


Tl!, = Tl!,' -t- 


3 R“ 


O . 


3 R’ 
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Ajoutant ccs é(]uation$, et remarquant que .t,' iH)' -H ©' = w, 
il vient 

■ ' 4 - lH' + G = .ir -t- — > - . . 


• . . R’ ’ 

par conséquent, on a d'aborti s' ~ s, et les équations (5) donnent 


<A> ollu^ 3 


( 6 ) 


D!> = Di,' -f- 

e =r e'H- 


3 ‘ • 


\jC tlicorème est donc démontré. , 

179 . En désignant par A, B, C, comme à l’ordinaire, les 
nombres de degrés contenus dans les angles du triangle s|ihérique, 
et par A', B', C' les nombres de degrés contenus dans les angles 
du triangle rectiligne, on peut écrire les formules précédentes 
comme il suit ; . 

A = A' 4 - 60 - = A' -H 60 — 

TT rrR’ 

I « f ' 

(lè \-r (.B == B' 4- 60 -= B' ;+- üo 


TT t 


TT R’ 


C = C' 4 - 60 - = C' -h 60 — . 

tr ' ir R? 




180 . Voici maintenant comment on peut faire usage de ce 
Üicorèmc. 

I". On donne les trois côtés et, y du triangle sphérit/uc. 

On calculera les angles A', B', C' et la surlare s' du triangle 
rectiligne qui a pour côtés «, 6, 74 les formules (7) donneront 
ensuite A , B , C. 

2".* On donne tes deux côtés a, 6 et l'angle compris C. ■ ' 

. On a *'=; -J-aÇ sin C', mais on j*eut prendre ^ ’ 

■r' = ^ aÇ sin C, 


Digilized by Goôgle 


I.IVRE CinQUIÈME. I y'i 

valeur qui né diffère de la véritable que par des termes du inénie 

ordre de petitesse que On calculera s' par cette formule, et 


alors la troisième équation {•}) fera connaître C'; on résoudra le 
triangle rectiligne dont on connaît les éléments a, ë et C', on 
aura donc 7, k' et B'; les équations (7) feront connaître ensuite 
A et B. 

3 ". On donne les côtés a, 6 cf l'angle A. 

La première équation (7) fait connaître A'. L’angle B' est donné 
par la formule sin B' r= ^ j mais on peut prendre, sans er- 


reur sensible. 


sin B' = 


6 sin A 


l’angle B' étaivt connu, on détermine par la formule 
jf ' = 7 nè sin (A'-t- B'). 

On a ensuite les angles B et C par les formules {7). 

4 ". On donne A , B er 7. 

On a 

, 7’ sin A' sin B' 

^ “T sin (A'-t- B')’ 
maison peut prendre, sans erreur sensible , 

, 7’ sin A sin B 

2 sin (a -I- B) ’ 

s' étant connu, on connaît A' et B' par les formules (7); il n’y 
aura donc plus qu’à ri-sondre un triangle rectiligne avec les don - 
nées A', B' et 7. 


Applications de la trigonométrie sphérit/ue. 

181. Problème I. — Calculer le volume d'un parallé- 
lipipède oblique , connaissant les longueurs des arêtes et 
les angles quelles font entre elles. » 

Soient OP = P,-OQ ^Q, OR = R {fig. 26 ) , les trois 
arêtes eontigués du parallélipipèdc. Du point O cornme 
centre , avec un rayon égal à runité , décrivons une sphère , 
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cpti coupc les faces de l’angle solide O suivant les côtés du 
triangle sphérique ABC. Les côtés a, c de ce triangle 
sont précisément les angles plans donnés de l’angle trièdreO, 
et les angles A , B, C sont égaux aux dièdres de l’angle solide. - 
Le parallélogramme POQ a pour mesure Ï*Q Mn c; -si 
donc RI est la perpendiculaire abaissée du sommet R sur le 
plan POQ, le volume V du parallélipipède sera 
V = PQ sjn c X RT. 

< " f'C 

Abaissons RK perpendiculaire sur OP, et joignons IK; 
l’anglerRKI est égal à l'angle A du triangle sphérique, 
et les triangles rectangles RKO et RKl donnent 

RK =r R sin è , RI = RK sili A =* R sin è sin A ; 


on a donc 

V = PQR sin è sin c sin A. 

Or, en faisant a c = ap , on a (n° 164 ) 


. I 

sin - A = t 

2 ' 

/sin (/> — )sin(p — c) 
y sin 6 sin e 

cos - A \ 

/sin P sin (p — a) 
/ sin b sine 

et, en multipliant. 

• . « . » . 

sin A ^ — -, — ^ Jsinpsin \p — a)sin(» — fc}sin(/7 — c 

2 sin A sine ' ' '' 

On a donc 

• 

V = - PQR v^sin p ûn{p — a) sin (/> — b) sin \p — c)‘ 


182. Problème TI. — Réduire un angle à l'horizon. 

Supposons qu’un observateur placé au point O (fig. 27) 
ait mesuré les angles formés avec la verticale OO' par les 
rayons visuels OP et OQ dirigés vers deux points fixes P 
et Q, ctep’il ait mesuré aussi l'angle POQ formé par ces 
rayons visuels; on demande d<’ trouver l’angle P'O'Q' qui 
est la projection de POQ sur le plan horizontal. ' 


Digiiizcd by Google 


• LIVRE' crMQlilÈME. 1^5 

Si l’on imagine une sphère décrite du point O comme 
centre, avec l’uniié pour rayon, elleâera coupée parles trois 
faces de l’angle trièdre en O, suivant un triangle sphérique 
ABC , dont les côtés seront précisément les angles observés ; 
Undis que l’angle P'O'Q' qu’il faut trouver est égal à 
l’angle A de ce triangle sphérique. On est ainsi ramené au 
premier cas delà résolution des triangles sphériques. 

183 . Problème III. — Étant données les latitudes et 
les longitudes de deux points à la surface de la terre, 
trouver la distance de ces deux points. 

Soient P le pôle boréal {^fig- 28) , P' le pôle austral , EOE' 
l’équateur, et O le point de l’équateur à partir duquel se 
comptent les longitudes. Supposons que OE soit le sens des 
longitudes orientales, et OE' celui des longitudes occiden- 
tales. Soient PA CP' et PBDP' les, méridiens qui passent par 
les deux points donnés, dont on connaît les latitudes AC, 
BD , et les longitudes OC , OD ; soit enfln AB l’arc de grand 
cercle qui joint les points A et B. Dans le triangle sphérique 
PAB , on connait l’angle P et les deux côtés qui comprennent- 
cet angle. En effet, l’angle P est la différence ou la somme 
des lougitudes données, suivant qu’eHes sont toutes deux 
orientales ou occidentales , ou bien que l’une est orientale et 
l’autre occidentale. En outre, le côté PA est égal à 90“ — 
ou-l- la latitude du point A, suivant que cette dernière est 
boréale ou australe; et, de même , le côté PB est égal à 
90” — ou -t- la latitude du point B. • ■ 

Le triangle sphérique PA B étant résolu , on connaîtra 
le nombre de degrés renfermés dans AB. Désignons-lepam , 
la demi-circonférence d’un méridien terrestre étant égale à 
20000000 de mètres, on aura, pour la longueur de AB en 
mètres , 
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. Questions proposées. , - - 

1. Démontrer que sr « désigne l’arc de grand cercle qui 

joint le sommet A d’un triangle sphérique au milieu du côté 
opposé, on a ' _ . 

cos -y {A -t- e) cosÿl A — c) " , 

cos a = î-1 H-ï ' • 

COSyO- _ • . 

2. Démontrer que dans un triangle sphérique les sinus 
des trois hauteurs sont inversement proportionnels aux 
sinus des côtés sur lestjuels ces hauteurs sont abaissées. 

3. Résoudre un triangle sphérique, connaissant les trois 

hauteurs ou les ares qui joignent les sommets aux milieux 
des côtés opposés. . ’ 

4. R désignant le rayon sphérique du cercle circonscrit 

à un triangle ARC, r le rayon du cercle inscrit, « le rayon 
du cercle exinscrit qui touche le côté a et les prolongements 
des deux autres côtés , 2 /> le périmètre a -|- A + c ; démon- 
trer que l’on a . . 


cot R = 2 COS -J- fl COS J A cos ÿ c 


sin A 
sin fl 


tang r = 
tang a = 


sin A sin c sin A 

; , 

7 . Sin s 

sin A sine sin A 


2 sin (a — fl) 

5. Résoudre un triangle sphérique rectangle, connaissant 
l’hypoténuse et le rayon du cercle inscrit. 


6. Calculer le volume d’un tétraèdre en fonction de ses 
six arêtes. 
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LIVRE SIXIÈME. 

COWltMEM DE U THÉOBIE DES FDKCTIDKS CWCIIIIIDIS. 

Des expressions imaginaires. — Formule de Moivre pour un exposant entier 
et positif. — De la maltipUcation des arcs. ~ De ta diTision des arcs. ^ 
Résolution de Véquation binôme s** = i. — tics polygones réguliers. — 
Kcsolution des équations binôme el trinôme. — Formule de Moivre pour 
un exposant quelconque. — Théorèmes de Moivre et de Cotes. Résolu- 
tion de Féquation du troisième degré. ~ Expressions des puissances du 
sinus et du cosinus d’un arc en fonction linéaire des sinus et cosinus des 
multiples de cet arc. ^ Développements du sinus et du cosinus d’un arc, 
en séries ordonnées suivant les puissances de Faro. — Formules pour la 
construction des Tables de logarithmes des fonctions circulaires. 


' 'Des expressions imaginaires, 

184 . Conformément à l’usage adopté, nous représente- 
rons par I l’imaginaire — i , et nous appellerons expres~ . 
sion imaginaire , toute expression de la forme 

A + B /’ , 

où A et H sont des nombres positifs ou négatifs. 

Quand nous saurons d'avance que deux nombres A' et B' 
sont respectivement égaux à deux autres A et 'B, nous di- 
rons que les expressions A -f- B / et A'-f- B' i sont égales. 

Il est évident que si l'on a plusieurs égalités de la forine 
A -1“ B i — A’-+- B / , 

et qu’on les multiplie membre à membre , en opérant 
comme si i était un nombre positif ou négatif, ou obtien- 
dra un«j égalité dans laquelle les coeflicients des mêmes 
puissances de / .seront égaux ; l’égalité subsistera donc quand 
on rabaissera les exposants de i au-dessous de 2 , on faisant 
usage de l’équation 1 * = — i . •. • - 

185. Considérons une expression imaginaire ' 

A B - 

1 2 
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Ou peut loujmns uouvfi un iiombr<> /W/// p ri un ar* a 
tels qu’on ait 


A = P cos a , B = P sin a; 


F.n ell'el, il suffit de prendre 


ù “ -4- v^A’-+- B’, 


^UIS 


. - A c .. B 

cos n = > J sin il — 


V^A’-t- B’’ B’’ 

par fonscqucnt, on peut écrire (n® tS4) 

A -t- Bi = P cos a + f P sin a , 

iiu, si l'oii veut. . . 


A + B /■ =r P (cos a 4- i sin a ). 

(^uand une expression iuiaginairt^ est ainsi lameiiée à la 
lornie p (cosn-H isina) , le nombre positif p est appelé 
son module, et l’arc a son argument. 

Le module d’une expression imaginaire donnée est déter- 
miné, mais l'argument ne l’est pas entièrement, car une 
expre.ssion imaginaire ne change pas quand on ajoute à son 
argument ou qu’on en retranibe un nombre quelconque 
de circonférences. 

Les nombres positifs et négatifs peuvent être considérés 
eomme des expressions imaginaires dont le mpilnle est égal 
à leur valeur absolue, et l’argumenrà un nombre pair ou 
impair de demi -circonférences; car, soit A un nombre 
positif, on a, quel que soit l’entier k, 

4- A A (cos 2 Ar 4- i sin a/ w), 

— A = A [cos ( 2 ii- 4- i) JT -f- isin (a* 4- I jTr]. 

Pour que deux expressions imaginaires soient égales, il 
* faut et il suffit que leurs modules soient égaux , et que leurs 
arguments didèrent d’un multiple de la circonférence. Sup- 
(Mjsons, eu effet, que les expressions p (cos a 4- < sin a) et 
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p' (cos a' -(- / siii «') soieiil cgales; on a 

P cos a = p' cosa'> psina =p'sina', 

cl, en ajoutant ces équations , après les avoir élevées au * 
carré , . 

p>r=p'S et p = p'. 

[..CS modules sont donc égaux. Alors les arcs a et n' ont 
même sinus et même cosinus ; donc ils ne peuvent différer, 
s’ils sont inégaux, que par un multiple de la circonférence. 

Les arguments de deux expressions imaginaires conju~ 
guées, telles que A -|- B i et A — B/, ont môme cosinus, 
tandis que leurs sinus sont égaux et de signes contraires; 
la somme de ces arguments est donc égale à un multiple de 
la circonférence. . 

Formula de Moivre pour un exposant entier et positif. 

186. Théorème, — Le produit de deux expressions ima- 
ginaires est une expression imaginaire dont le module' et 
l'argument sont respectiveinent le produit des modules et 
la somme des arguments des facteurs. 

Considérons d’abord deux expressions imaginaires de 
module i , cos «-)- l' sin a et cos h -|- /'siii h : en effectuant le 
produit, il vient 

(cos a ->r i sin a ) i cos h 4- i sin è ) = cos a cos b 
-f- i (sin a cos b -t- cos a sin A) + i ’ sin a sin ô , 

ou , à cause de i* = — i , - 

(cos a -+- i sin a) (cos 6 i sin ô) = (oosa cos b — sin a sin b) 

-(-if sin a cos b -(- cos a sin è ) ; ^ 

or nous savons que 

cos a cos b — sin a sin è = cos ( a b), 

sin a Cos b cosa sin h =r sin (a ô), 

ou peut donc écrire 

( cos a -f- i sin a ) (cos b i sin i / = cos (a -i- b) -(- i sin (a ■+■ b). 

la. 
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Soionl inainiciiaiil c (i'os« -t- /sin a) , p' (cos A -H /siii i) 
(leux expressions imaginaires dont les modules sont p et p'; 
OH a 

c cos « + i sin (I ) X p' (cos b +• i siii b ) 

= pp' X (cosrt -f i sin a) . (cos b -+- i sin b), 

et, par conséquent, 

p ( cos n + /■ sin (7 ) X p' ( cos i + ( sin i ) 

— pp' [cos [n + h] -t- ( sin <7 + 6 ) ] 

l,e ihéor<‘me (»l donc démontré. 

Corollaire I . — Le modnh; el l’argument du produit 
de tant d’expressions imaginaires fpie l’on voudra sont 
égaux respectivement au produit des modides et a la 
soininc des arguments des J'acleurs. 

En eflét , pour multiplier les deux premiers facteurs, on 
multiplie leurs modules et on ajoute leurs arguments. Pour 
multiplier ce produit par le troisième facteur, il faut mul- 
tiplier son module par celui du troisième factcoir, et ajou- 
ter .à son argument celui de ce troisième facteur; et ainsi 
de suite. 

Corollaire II. — Four élever une expression imagi- 
naire à une puissance entière et positive de degré ni, il 
faut élever le module h la puissance m, et multiplier 
l’argument par m. 

(iela résulte immédiatement du > corollaire J , en suppo- 
sant égales toutes les expressions itnaginaires que l'on y 
considère. 

Soit, en particulier, cos a /sin a, une expression ima- 
ginaire du module i; on a 

( cos a i sin a)” — cos ma •+• i sin ma . 

C’(‘sl dans celte égalité que consisle la formule de Moiwc. 
De la multiplication des ares, 

187. l.a fojinule de Moivre donne immédiatemeiil les 
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valeurs de cos ma et de siii ma , eu foueiitin de eos a et de 
slufi.-Sii eu effet, on développe le sccoikI membre de 
l’égalité • . .1 

ms nia -+■ i sin ma — (eos a _+ / sin o ) ”■, 

en ayant soin de rabaisser les ex{>osauts de i au-dessous 
de 2. à l’aide de l’é<juation P ■= — i, il vient 


eos ma -+ / sin ma 



e est-à-dire 


m (m — I ) . 

' = eos'"n ! — cos"~’a siii’n 


(/« — i](m — 2 ) (//I — 3 ) 

- U eos- 'fl sin'rt 

1 . 2. 3.4 


I sin ma = m cos’'~'a sin n — 


r [m — t) (üJ — 2 I 


eos“~'‘« sin a 


i(m — I V . . (m — 4) 

— — eos'"*‘/? sm^f? — i. . 

I .2 3 4 5 


Ces formules font connaître eos ma et sinow en fotietîou 
de cosa et sina; on remplaçant successivement sina par 
v / 1 — cos*a et cosa par y^i — sin’a , on aura les valeurs de 
vos ma et de sin nia eu fonction de cosa ou de sina seule- 


ment. Il y a une remarque importante à faire à ce sujet. 

188. Les termes des seconds membres des équations ( 1 ) 
sont tous du degré in par rapport à sin a et cosa ; la pre- 
mière de ces équations ne contient que des puissancej> 
paires de sina et que des pui.ssam’cs paires ou inipaires de 
cosa , suivant que m est pair ou impair. La seconde équa- 
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tiou , au contraire , ne contient que des puissances impaires 
de sina , et que des puissances impaires ou paires de cosa, 
suivant que m est pair ou impair. On peut conclure de là : 

1°. Oue cos rua et sont exprimables , en fonction 

sin a '■ 

de cosn, par des polynômes entiers et rationnels, le pre- 
mier du degré m . le second du degré ni — i , et dont 

tous les termes ont des degrés de même parité ; 

^ .sin ma 

2 . Uuecosmaet , si m est pair, ou smina et 

^ cosa * 

, SI m est impair, sont exprimables ^ en lonction de 

sina , par des polynômes entiers et rationnels, le premier 
du degré m , lé second du degré tu — i, et dont tous les 
termes ont des degrés de même parité. 

' 189 . Si, dans la formule 

cos ma + I sin ma = (cosa 4- i sina)”, 
on change a en — n , il vient 

cos ma — (■ sin ma = (cos a — i sin a;" ; 


des équations précédentes on déduit 

(cos a -H ! sin a)" (cos a — 1 sin a) 


(a) 


cos ma — 


I sir 


(cos a -H (' sin a/" — (cos a — i sin a)" 


11 est souvent utile de prendre sous cette forme les va- 
leurs de cos ma et de sin ma. 

190 . En divisant la seconde d«!s équations (1) par la pre- 
mière, il vient . , 

m [m — I ) (/« — 2) 


sin ma 
cos ma 


m cos" 'V< sin a — 


I .2.3 


— ^ cos"' ’sin-‘a 


cos 


m{m—\) 

'a : cos"~’a sin’a -4- . . 


I .2 


•VT' 


, sina m{m — i) (m — 2}' sinV/ 
m n H 

cosn .. 1.2.0 - cos O 

mim — i) sin’rt 

I — . — - — - — t- ; . . ■ ' 

1 i 2 rna^a 


■ : :::v . 
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(3) tiingwrt = 


m (ni — I ).{«< — a) -, , 

rt — i lang'rt -f- • ■ . 

1.2.3 


m [iii — I ) . , . 

— tang’rt H 

I .2 


a) 3) _ 

I . 2 . 3 -4 


formule qui fait connaître tang ma en fonction rationnelle 
de tanga. 


De la division des arcs. 

1 1H . Trouver cos = jc , connaissant cos a = A . /. 

m 

Si dans la première des équations (i) du n" 187 on change 
a eiî -» et que Ton remplace ensuite cos — > siii — et cos « 
par X, et A, il vient, d’après la icniarque du 

. n‘>188', 

(i) /(*) — A = o, 

f (x) désignant un polynôme du degré m xlont tous les 
termes ont des degrés de même parité; Le problème dé|icud 
donc d’une équation de degré m; c’est ce qu’on peut établir 
à priori. Soit a le plus petit arc positif ayant A pour co- 
sinus; les valeurs de a sont comprises dans la formule 
2 A -71 ±; «, et on doit satisfaire à l’équation (i) en prenant 
pour X le cosinus de l’un quelconque des arcs , 

7.k-K a. 2 / ir ^ - • > 

m ' m m m 

où h désigne toujours un entier indétt:rmitié. Si l’on donne 
à A, dans l’une de ces formules, deux valeurs qui diflercut 
d’un multiple de m , on obtient deux arcs qui diflerent d’un 
multiple de la circonférence et dont les cosinus sont égaux; 
il suflit donc de donner, è A, m valeurs conséentives qad- 
«■onques, O, i , 2,..., — i par exemple. J1 est nièmc inu- 

tile de coitsidérer les deux formules; car si 1 ôn donne à A 
une certaine valeur dans la première, et dans la seconde 




*1 
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une valeur complémentaire à /«, on obtient deux arcs dont 
la somme est égale à an, et qui ont, par suite, le même co- 
sinus. D’après cela , l’inconnue x n’est susceptible que de m 
valeurs qui sont généralement distinctes. Ce sont les cosinus 
des m arcs 

a 2 TT a 4n a. llm — a 

— ) — -f- — J — H ‘9 • ♦ • 9 -H — • 

fii m m m m • /// m 

jNous ne pourrions, sans sortir des limites naturelles de 
notre sujet, nous occuper ici de la résolution algébrique de 
l’équation (i),.mais nous devons remarquer que si rn est un 
nombre composé np, la résolution de cette équation (i), 
qui est du degré m, s<; ramène immédiatement .Via réso- 
lution de deux équations, l’une du degré n et l’autre du 

degré Si , en efl’et , on pose cos - = j, on aura , pour'dé- 
terminer x , une équation de degré p telle que 

{j-} — 7 =: O, 

y étant donné par une équation de degré n , 
ei(x) — A = O. 

L’équation (i) résulterait d’ailleurs de l’élimination de 
entre ces deux dernières. De même, si n était un nombre 
composé fyr, la résolution de l’équation et (_y) — A = o se 
ramènerait à celle de deux équations des degrés q et r; et 
ainsi de suite. 

192. Supposons que m soit un nombre impair premier 
' ou non, et examinons le cas particulier de A = i -, on a 
7. 3= o", l’équation (i) devient ■ 

(2) • /(x) — 1 = 0, 

et scs racines sont les cosinus des arcs 

, . 2 r 4 — I ) îT 

O , 1 — » • • • 5 — i — — ■ 

m m m 

{a’ premier de ces arcs a pour cosinus l’unité , et les autres 
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étant tiens à deux comp/rmeiifaircJi à la circonférence ont 
le même cosinus : il suit de là que le premier membre de 
l’équation (a) est divisible par x — i et que le quotient est 
nii carré ou a donc 

/(x) = I H-{x— ^ 

Par conséquent, l'équation (i) peut être mise sous la forme 
(x — r) (f-r)’ I — A =: o, 

'* ' •A 

où'ç ( r) désigne un polynôme du degré — ^ — dont les ra- 
cines sont les cosinus des arcs 

9.1: {ni l) 7 T 

— f ^ ... 5 ' • 

ni m ni * . ' 


2 TT 

On voit enflu que la détermination de cos — ne dépend 

que d’une équation de degré ■ 

Nous donnerons plus loin un moyen simple de former 
le polynôme ç (jt). 

193. Trouver sin — ■=. x . connaissanl sin a~ A. 

. ' ni 

Si 'dans la deuxième des équations (t) du n° 187 on 

1 " O 1 ..an 

change <i en — ? et que 1 on remplace ensuite sm— • cos — 
^ w T ^ mm 

et sin A par a', ^ \ — or* et A , il vient, si m est impair, 
f{x) — A = 0 , ... . , 

f (x) désignant un polynôme entier et rationnel du degré 7/1 
dont tous les termes sont de degrés impairs. On voit que le 
problème est du degré m. Mais si m est pair, on obtient une 
équation 'de la forme 

v/i — 

où / (j:) désigne un polynôme de degré m — 1 dont tous 
les termes sont (b; degrés impairs. F,n élevant au carré les 


f 


l8f» traité HF, TRinOMIMÉTIUF,. 

tlt'ux niomhi'tïs , Il viom 


(i — — A’ = O. 


Oii voit que le problème dépend d’une équation de degré 
lin. A la vérité, eette équation [leut être abaissée au degré 
m en posant .r* = f , parce qu’elle ûe contient que des puis- 
sances paires de ar. 

On arrive aux. mêmes conséquences par les considéra- 
tions dont nous avons tant de fuis fait usage. En désignant 
par a le plus petit arc positif ayant A pour sinus, et par A 
un entii'r indéterminé, les valeurs de x sont les sinus des 
arcs 


J. tin a 

-4“ — ) 

m m 


(2 ^ -t- I )!!■ * 


m m 


il suffit de donner, à A, ni valeurs consécutives, 0,1, 
2,..., m — 1 par exemple-, car en donnant à A deux valeurs 
qui diffèrent d'un multiple de /h, chaque formule fournit 
deux arcs qui ont même sinus. Deux arcs d’une même for- 
mule ne peuvent avoir même sinus tant que a reste indé- 
terminé, car leur dilFéreuce est inférieure à 27;, et leur 
• ■^nnme, qui contient a, ne peutêtre égale à un noinbre im- 
pair de demi-circonférences que pour des valeurs particu- 
lières de a. Voyons si deux arcs, tels que 

2^77 a A' l'i'T X 

. . ni m ni ni 


peuvent avoir même sinus. Leur différence contient « et ne 
sora pas en général égale à un noinbre pair de demi-cir- 
conférences : lenr somme est égale .i . . ^ 

2 A -t~ 2 A ’ "A— I ■ . - .»..■* 

ni ’ 

et ne peut être égale à un nombre impair de'derai-circonfé- 
rcncPS si ni est pair 5 «loue, dans ce cas, x est susceptible de 
2 ni valeurs distinctes. Mais si ni est impair, on peut tou- 
jours, quel que soit le nombre A compris entre o et m, 
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Irouvfr un entier A' «^alenieiil compris entre o et m 
qu’on ait 

2 X- -f- 2 A' 1 .= m on 3 m , 

c’est-à-dire 



187 
, tel 


donc, si in est impair, x n’est susceptible que de in valeurs. 

Il est aisé de voir que les m arcs de chaque formule ont, 
dans le cas de in pair, leurs sinus égaux deux à deux et de 
<• signes contraires. 

Ce problème donne lieu à des remarques semblables à 
celles du n" IDl, mais qu'il saillit d'avoir faites une fois.- 
19-4. ün verrait de même que si l’on donne cosn, la 

détermination de -sin — dépend d’une équation de degré 
a;n, et que si l’on donne sin a , celle de cos ~ dépend d’une 


équation de degré m ou de degré 2 ut , suivant que in est 
impair ou pair. Enfin,' quand on donne tangn, tang^ dé- 
pend dans tous les cas d'une <ô]uation de degré m. 


‘ HésoluUon de l’équation binôme z"‘ = i. - ■ 

195. Proposons-nous de trouver les raeines de Féqua- 
tion binôme 

(i) I. 

Toute expression imaginaire dont la puissance m est i ou 
a pour module 1 , a elle-mèmc pour module l’unité (n" 181)) ; 
si donc l’équation ( 1 ) admet une racine imaginaire, cette 
raeâne a la forme cosçp -I- tsin y. Pour que celte expie.ssîon 
soit Hl'ectivemciil racine, il faut et il sullit <pie l’on ail 
cos ///O + i sin III Cf =; r, 

c'est-à-dire _ a . ' 

cos tiiy i, sin /» » = O , 
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OU 

a X 

TO O = 2 X TT et V — — ' — • 

' m 

en clésignanl par A un entier. 

Ainsi l’équation (i) est satisfaite par toutes les valeuis 

de Z comprises dans la formule 

, / 2 XjT . . 2 X TT 

(2) Z = cos l-'SII» 

m m ' ' , 


Pour que deux valeurs h' et h" de A correspondent h deux 
valeurs égales de z, il faut et il suffit (n” 185) (jue la dif- 
férence des arguments — — , soit un multiple, de at:, 

° m III . * 

ou, en d’autres termes , que A' — A" soit un multiple de ih. 

La formule ( 2 ) donne donc m valeurs distinctes pour z, et 
n’en donne pas davantage; on les obtiendra eu donnant, - 
à A, m valeurs consécutives quelconques entre et -4- 00 , 


O, I, 2,. . ;n — I 

par exemple. 

L’équation {i) aune ou deux racines réelles, suivant que 
ni est impair ou pair. Les racines imaginaires sont con- 
juguées deux à deux : dans tous les cas, on obtient deux 
racines conjuguées en donnant à A deux valeurs complé- 
mentaires à m dans la formule (a); car, en changeant A 
en /« — A , cette formule devient , 

2 A tz 2 X’ TT 

Z ~ cciT, — / sin 

m m 


Il suit de là que les m raeines de l’equalion (i) soiit 'enm- 
prises dans la formule 

1 fi Tt . 1 fi I. 

S = COS ±/sin 1 

m m 


où il suffit de donner à k les valeurs 
est pair, et les valeurs o, i, 2 , . 


m . 

O, 1 , 2 — SI 

2 

/// — I . 

SI m est im- 

2 
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pair. Dans le premier cas , les denx racines réelles corres- 
poiideiil à == O et A = ; dans le second cas, la racine 

réelle correspond à A = o. ’ 

196. .Supposons w impair; l'équation z” — i =o s’a- 
baisse au degré "* - ■ ' > il suffit de la diviser par z — « , et 
de poser ensuite 

I ' 

Z -t- - = X. 

Z 

On obtient ainsi une équation en T, 

t(x) = o, 

du degré — ^ — > et dont les racines sont, comme l'on sait, 
les doubles des parties réelles des racines imaginaires de la 
proposée, ('.es racines sont donc représentées par la for- 
mule 

2 X TT 

j: = 2 cos — ' — 1 
m 

où l’ou doit donner à A toutes les valeurs i , a-,..., 

par conséquent, le polynôme y (x) ne dillère de celui qu’on 
désignait 'par la même lettre au n“ 192 que par le facteur a 
qui multiplie toutes les racines. 

197. Pi'opriétés des racines de V équation z'" — i . 
i”. Si l’on fait 

a TT 2 ir 

« = COS — -)-fsin' — , 
m m 

ou a , par la formule de Moivre , 

. a X îT . a X TT , ' 

a*=rcos f-rsin ; ' 

in m 

par conséquent,, les m racines de réquation z'" = i peu- 
vejtt être représentées par 

H', .rt 

c’est-<i-dire par les puissances d’une d'entre elles. 


Digitized by Google 



TIlAITÉ DE TaiGÛKOMÉTKlE. 


• 9 " 

' a'*. Si l’on a m — np ^ n et p étant lieux nombres pre-> 
uiiers entre eux, on obtiendra toutes les racines dè 2'"= 1 , 
en multipliant les n racines de z" = i par les p racines de 
z''= I . 

„ . 2 4 TT . sin 2 A" 7 t . , 

Kn ellet, soit a = cos une racine de 

/ip np 

z"i‘ = 1 ; /J et p étant premiers entre eux , on peut trouver 
deux entiers ^ et r,, tels que 

2 Çtt 2 ÏJTT 2 a 1T 

« E -f- « »! = A on 1 = J 

n p np 

\ 

et alors on a 


! cos • 


2^71 


?)( 


9.rin .2 ))îr 
COS h / S 111 

p - p 




d'où l’on conclut que toute racine de z"f= r est le produit 
d’une racine de z" = i par une de z'’ = i : par conséquent 
les np racines de V équation z"'’ = i sont les produits que 
l’on obtient en multipliant les n racines de z" = \ par 
les p racines de z’’ — i . 

3“. La résolution algébrique de l’équation z" = i où 
m est un nombre composé se ramène à la résolution des 
équations de même forme ayant pour degrés les nombres 
premiers ou puissances de nombres premiers qui divi- 
sent m. 


En eft’et, soit m = npq...-^ n, p, q... étant des nombres 
premiers ou des puissances de nonüires premiers inégaux , 
on aura les racines de l’équation z"f’= i en multipliant 
celles de z"= i par celles de z>‘ = i. Pareillement , on aura 
les racines de z"'”’ = i en multipliant celles de z"f= i par 
celles de z’= i, et ainsi de suite. D’où l’on peut conclure 
que les diverses racines de z™ = 1 s’obtiendront toutes en 
multipliant une racine de z"= i par une de z^ = i, puis 
par une de z’== I, etc. _ . ^ 
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Des />o/jgoni;s ré^ulifvs. 

198. Concevons une circonférence partagée en in parties 
égales, et joignons les points de division consécutifs; on 
aura le polygone régulier inscrit de in côtés. Si n est un 
nombre inférieur et premier km, et que l’on joigne les 
points de division de n en », ou , ce qui est la même chose , 
de m — n en m — n , on ne reviendra au point de départ 
qu’après avoir passé par tous les sommets, et la figure que 
l’on aura formée est appelée polygotn^ régulier étoilé. Mais 
si m el n ont un diviseur commun S,. on ne passera que 

par un nombre — de sommets, et la figure obtenue sera un 

polygom: régulier de y côtés seuleineul. On voit, d’après 

cela , qu'il y a autant de polygones réguliers de in côtés 
que de nombres premiers à /», et inférieurs à la moitié 
de /». 

Le problème de la division de la circonférence en m 
parties égales SC ramène à résoudre algébriquement l’équa- 
tion binôme . . 

Z” — I , ■ . .r • ' t 

cat on a vu que les racines de cette équation sont donué('s 
par la formule 

2 X TT . 2 X- 7T 

Z = ros 1- I sin 

m ni 


D’ailleurs ggt l’arc sous-tendu par le côté du poly- 

m 


gone obtenu en joignant les points de division de A en A , 
et l’on connaîtra par conséquent les lignes trigonomélriques 
de cet arc si l’on peut résoudre l’équation z"‘ = i. 

Enfin on a vu qu;“ si in est un nombre composé, la réso- 
lution de l’équation z""— i se ramène à celle d’équations 
de même forme dont les degrés sont les nombres premiers 
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üU pûissances de nombres premiers qui divisent inj tloiie 
le problème de la division de la-circonl’éreiice en i/t parties 
égales est susceptible de la même simplilicalion. 

Nous allons examiner en détail la division en trois , cinq 
et quinze parties égaies. • 

199. Division de la circonférence en trois parties égales. 
— Elle dépend de l’équation 

ôtant la racine i , il vient , ; . . , 

et', en faisant z + ^ = x, ' - ’ - • 

X I = O, 

l.a racine — i de cette équation est ^ale à acos^, 

w 

3’''“ “ — 6’ 

• . . ÎT 

2 sin g ; 


ou — 2 cos 5 > ou — 2 ’sin ^;"on a donc 


C’est la valeur du côté de l’hexagone dont on déduit facile- 
ment le côté du triangle équilatéral. 

. 200. Division de la circonférence en cinq parties égales. 
— Elle dépend de l’équation ' ' . 

— I = O ; 

ôtant la racine i, et faisant z -f- - = x, il vient 


.r*’ H- «r I = O, 


qui a pour racines 


9.ÎT Lt: 

2t’os-=-î cos 


. TT 3tT 

O. sin — y — 2 sin 


lO 


I O 
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iy 3 

On a, d'ailleurs, en lésolvant l’équalion , .r = — 
donc 

3 TT I + ^ 5 ' • ’ • 


TT — I V 5 

2 sin — r= , 

lO 2 


2 sin 


I O 2 

Ce sont les valeurs des côtés des décagones réguliers ordi- 
naire et étoilé; on en déduirait facilement les côtés dos 

s , 

pentagones ordinairtî et étoilé. . ' 

201. Division de la circonférence en quinze parties 
égales. — Elle dépend de l’équation 


dont il faut ôter les racines de z* — 1 = o et de z® — is=. o; 

I W ** 0 

divisant donc cette équation par T’ZI'j ’ vient 

+ 1 = 0 . 


{2) z' — z’ + z‘ — z' + z’ 

Enfin, en divisant par z* et posant z + -^ = ar, il vient 
(3) J:*’ — + t = o; 


cette équation a pour racines 

2W 4’’^ 

2 cos ^-=5 -2 COS— =5 

1 5 I 5 


8ir 

I 5 


l4’r 

2 COS » 

i5 


ou 


3o 


2 sin 


■Jir 

3^’ 


2 Sin —, 

3o 


2 sin 


iStt 

3o 


Ce sont, en valeur absolue, les côtés des polygones réguliers 
ordinaire et étoilés de trente côtés. 

Les quinze racines de l’équation (i) s’obtiennent en mul- 
tipliant les trois de z’ — 1 = 0 par les cinq de z‘ — 1=0 
(n°197);on en conclut facilement que les huit racines de l’é- 
quation ( 2 ) s’obtiennent en multipliant les deux racines de 
z*+ z +i =opar les quatre de r*+ z®+ z’+ z +i = o, 
qu’on peut facilement trouver : on connaîtra donc ainsi les 

i3 
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Iluil laciiu-s de réquation ( 2 ), et, par suite, celles de l'é- 
quation (3). 

Des considérations algébriques fort simples font voir 
d’ailleurs que l’équation (3) résulte de l’élimi nation de y 
entre les deux équations 

,r' — /j; -+- (j — a) = O, 7’ — r— > = o, 

en sorte que sa résolution est ramenée à celle de deux équa- 
tions du second degré. 

Résolution des équations binôme et trinôme. 


202. Proposons-nous maintenant de résoudre l’équation 
binôme générale 

Z" =: A H- B/, 

OÙ A et B sont des nombres donnés positifs, nuis ou négatifs. 
^ En désignant par p et a le module et l’argument de A -+- Bf , 
l’équation devient 

(1] z"' = P (cos U -f- / sin f/). 

Posons maintenant 

(2) Z r(cos ç •+• t sin ç) , 
on aura 

z” = r" (cos ni Ÿ i sin m ç ) ; 

et, pour que la valeur (a) de z satisfasse à l’équation ( 1 ), 
il finit et il suffit (n" 18S) que l’on ait 

d ’on 

•n . ■ 

f~ 2 A tr O 

r = v> •* ? = 

m 


Les racines de l’équation proposée sont donc données par 
la formule 


(3) 




2. Alt -y a . . 2Att-ya \ 

cos — 1 - 1 sin 1 

m ■■ m I 


où k désigne un entier indéterminé. 
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Pour que deux valeurs de A correspondeni à deux valeurs 
égales de z, il faut et il suflit^ comme au n° 195, que leur 
différence soit u a multiple de nt; l’équation (3) comprend 
donc, comme cela doit être, in racines distinctes que l’on 
obtient en donnant, à k , m valeurs consécutives quelcon- 
ques entre — oc et «o , ... 

O, I, 2,..., /« — I, 

par exemple. 

La formule (3) peut s’écrire ainsi : 

mr j a . o\ / i/sTt . 7. fi 

Z = 1 / P cos — h » sin — 1 I cos h < sin | • 

V \ m m / ’X m m ) 

^ ^cos ^ ■+■ i sin est L’une des racines de L’équation (i ) , 


cos 


aX-TT 


I $in - 


a X TT 


de 


est l’expression des racines m‘ 

l’unité; d’où il suit qu’on obtient les ni racines de l’équa- 
tion (i), en multipliant l’une d’elles par les nt racines m'J'"" 
de l’unité. D’après ce qu’on a vu au n° 195, on peut encore 
représenter les racines de l’équation (i) par la formule 


( 4 ) 




7. Â- If . 2 /• 

ros ± / sin 

m m 




où il sufGt de donner h k les valeurs o, i , a , . . . , ^ , si m 

est pair, et les valeurs o, i , a , . . . , , si m est impair. 

203. Dans le cas particulier où B est nul, on a p = A 
ou P = — A , suivant que A est positif ou négatif, et l’on 
peut prendre fl = oouri = 7:, suivant que in est pair ou 
impair; d'après cela , les racines de l’équation 

z"= H- A 

sont données par la formule • ' ' ' 

(5) -Z — kTk ( eos zt i sin \ . 

V \ m ui ! ^ 

V 3. 
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et celles (le l’é<juation ^ ' 

. . z”= — A 

par la formule - , 

( 6 ) 

Dans les formules (5) et (6) il suffît de donner à k les 

m 

valeurs comprises entre o et — • 

204. Soit maintenant l’équation trinôme 

(,) + 

cm\ P et q sont donnés ; ou en tire 

{») , 

et l’on est ramené à résoudre deux équations binômes. 

Considérons en particulier le cas où et ^ étant des 
nombres réels , on a 




et soit 


— ^ -1- y/ ^ — 7 = P ( eos n -H ( sin a ) ; 

l’équatiou (i) a la forme 

ï’ " — 2 P z“ cos a -t- p’ = O , 
et l’équation (a) devient 

z“= p(cosa±r sina). 

Les racines de l’équation z"‘ = p (cos « -I- f sina) sont 
comprises dans la formule 


i/ï( 


2/rr-t-a 7. k it ■ 

tos h» sin 
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où l’on donnera à k les valeurs o, i , 'à,. . . , /w — i j de même 
les racines de l’équation s"’ = p (cos« — / shi a) peuvent 
être représentées par la formule 



. ifiv — 

-(- i sur 

m 



où l’on donnera à k les m valeurs consécutives o, — i, 
— 2 , . . . , — {/M — 1 ) . Par conséquent , les im racines de 
l’équation proposée sont toutes comprises dans la formule 




cos ± I sin — 1 

m m j 


où il suffit de prendre , pour k, m nombres entiers consé- 
cutifs. 


Formule de Moivre pour un exposant quelconque. 


205. d’égalité . . 

cos <7 + / sin« =: ros^ — h' Sin- 

\ « t n 

montre que cos - -t - 1 siii - est une racine n‘"“' de cos n -l-i si n a , 
' n n : 

ma . . ma . , 

pareillement, cos — l-ism— est une racine /»■""' de 

cos ma -I- I sin ma ou de (cos a -I- rsina)™ i on peut donc 
écrire 


K — ^ m . m 

^(cosfl ? sin<7)" = cos — -h / sin — fl, 


m 

(cos fl -H / sin ^7 ) = cos — « 4- f sin — fï . 

n n 

C’est la formule de Moivre étendue au cas d’un exposant 
fractionnaire-— ; mais il faut bien faire attention que le se- 
cond membre ne représente qu'une -seule des n valeurs dont 
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le premier est susceptible. On obtiendra d'ailleurs toutes 
ces valeurs (n” 202) en multipliant le second liiembre par 

iktt 1. k -K 

cos 1 - 1 sin 

n n 

La formule de Moivi'e a lieu encore pour un exposant né- 
gatif ■ — /», que m soit entier ou non; en eftét, l’équation 

( cos a -t-'sin a)" — cos ma i sin ma , 

donne 

I I 

: ^ — = cos ma — I sin ma 

( cos a -h i sin a p cos ma / sin ma 

ou 

(cosrt -t- / sin n)“"= cos( — ma) -t- / sin ( — ma). 


Théorèmes de Moivre et de Cotes. 

200. Les tbéorèmes de Moivre et de Cotes ont pour 
but de donner une 'représentation géométrique des divi- 
seurs réels du trinôme x*'"± i.x"'cosa -|- i, où a est un 
angle donné , et du binôme x"* ± i . 

Les deux facteurs linéaires qui correspondent à deux ra- 
cines conjuguées de l’équation 


J.Î »i — J I = O , 

sont représentés par 

2 kn -h a 


X — 1 cos 


' / sin 


)■ 


et 


-i . 

7. A n a . aX'Tr-f-rtX 

/ sin I : 

ni m I 




le produit de ces facteurs est 


2 kn-ha 

yl~ x' — 2X cos 1- I , 

^ tM 


et l’on a identiquement 

;i) a:’"— - 2X"'ros a -H i =(y,y^y, . . . y^..,y. 
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Changeons a en 7t et faisons 

, ( 2 /■ + I ) TT -f- (l 

r* = x’ — 3X cos : f- 


on aura 


'î>9 


, 2 ) X»" H- 2X”CÜS a 4- I = (jr\ jr\. .. 

Cela posé , considérons une circonféi'ence de layon 1 , 
partageoiis-la en -int parties égales aux points Ae, A,^ 
A,,..., A, 1 , joignons le centre O à tous ees points et 

menons une ligne OP faisant un angle égal à avec le pre- 
mier rayon OAo enfin prenons sur cette ligne une longueur 
quelconque OP = x , et joignons le point P à tous les points 
de division. Les triangles OPAj,„_jii ctOPAf,„_,<_t donnent 

J 2 X TT -t- n 

PA,*_,» = x' — 2.x cos (- I, 


1 (2. k \)-n n , 

PA,„_ , = .r’ — 2 X cos — 1- I , 

et, par conséquent , 

PA,«_u=/t et PA,„_,*_i = 7*. 


11 résulte de là que le trinôme x’"‘ — cos o i est 

égal au carre du produit des distances du point P aux points 
Ao, A,, Aj,..., et que le trinôme .r*" -f- ax"" cos a -(- t est 
égal au carré du produit des distances du même point P 
aux points A,, A,, A,,...;c'est dans ces égalités que con- 
siste le théorème de Moivre. _ . 

Si l’angle a est nul , le point P est situé sur le rayon OA#, 
et les équations (i) et ( 2 ) donnent, en extrayant les racines 
carrées des deux membres , 

X"— I . . . /m-i, 

x"-t- 1=7*, y, 

C.’est daus cos égalités (|uc consiste le théorème de Cotes; 
on doit prendre le signe -t- ou le signe — dafis le second 
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membre de la première, suivant que le point P est exté- 
rieur ou intérieur au cercle. 


Résolution de l’équation du troisième degré. 


207. Comme oii peut toujours faire disparaître le second 
terme d’une équation , nous prendrons l’dquation du troi- 
sième degré ramenée à la forme • • 

( I ) -, px q — n , 

et nous supposerons p et q réels’. Posons 

•r = r + * ; 

l’équation devient 

(r -+- zY+p{x-h i} + q = o, 

OU 

/■"-+- Z" -t- (/^ 4- 3/z) -I- z) -+- <7 = O. 


On peut disposer à volonté de l’une des indéterminées y 
et Z. Si l’on fait 



il vient 


(3) r’-t- Z-* = — q; 

et Z* sont donc les racines de l’équation du second 
degré 



On déduit de là 



Ces équations (4) donnent trois valeurs pour j et trois 
pour z\ mais il ne faut associer ensemble,, pour avoir une 
racine J- -t- Z de l’équation (i), que les valeurs de et 
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de Z qui satisfoiU à l’équation (3), c’est-à-dire qui ont un 
produit réel. 

208 . Supposons ^ — nul ou négatif, ce qui exige 

que P soit négatif, et posons 

q p‘ . " 

— - = P cos w î -y- -1^-- = — p’ sin’ w ; 

7. ^ 4 27 


on aura , pour déterminer p et o) , 

'=\/W 


» cos w = 


et les équations ( 4 ) deviennent 




d’où 


P (cos M -t- I sin w), 
z' = P (cos M — ( sin U ) ; 

. 2 /'ir-(-w\ 

y = i/p 1 cos — — 1 - I sin ^ 1 , 

’ / 2 X' rr -1- w . 2 X ;r -t- o> \ 

Z = ^f> ^cos ^ i sin I J 


où l’on doit donner à A les trois valeurs 0,1, 2. 11 faut 
que k ait la même valeur dans ces deux formules pour que 
le produit -yz soit réel, par conséquent les racines de la 
proposée sont données par la formule 

V 2 X ir 0) 

Æ = 2 v^p cos ^ ; 

ces racines sont donc 


ù) 

7 P cos J 1 2 y P ( 


27T -+- w 


yp< 


-5 1 \Jù COS 


4 > 


Ces expressions sont calculables par logarithmes. On voit 
que les trois racines de la proposée sont réelles. Les deux 
dernières .sont égales entre elles si w est nul , c’est-à-dire si 

7’ 

T-*- — = ‘’- 

4 27 
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209. Supposons maintenant j ^ positif, et désigiions' 

par A et B les valeurs réelles de et de z qui satisfont aux 
équations (4) ) en sorte que 




4 27 

soit a l’une des racines cubiques imaginaires de runité, 
l’autre sera a’, les valeurs de y seront 


et celles de z 


A, A a , A a 

B, Ba, Ba*. 


Comme les valeurs de 1 et z qu’il faut ajouter ensemble pour 
former une racine de l’équation (i) doivent avoir un produit 
réel, ces racines sont 

A-hB, 

A a B a 

• Aa’-|-Ba, 

OU 

A -t- B 


car on a 


A + B, et — 


_ — I -f- 1 y/3 


A - B - . 

:i — - — \/ 3 ; 


et a’ = 


— 1 — I 3 


On voit qu’une seule de ces racines est réelle. Aous 
allons montrer comment on peut appliquer le calcul des 
logarithmes à leur détermination; il convient de distinguer 
dans cette recherche le cas où p est positif et celui où il est 
négatif. 


1 ”. Soit/» <^o. Puisque, par liypothèse, on a — — 

’7 
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OU peut poser 


et l'on a 


1 / — P' '! ■ 

\/ — — = - sin w; 
V 27 2 


- cos « = ^ — q sin' I M, 


3/ O 7 — 

= W — ~ i cos w = V — *7 ï ‘ 


ou , en remplaçant q par sa valeur -7^ — y/ 

A = y/— ^V^tângyi, B = y/— ^ V'cotiw. 

Soit maintenant tp un angle auxiliaire, tel que 


on aura 


■ col (]< ; 


tang<y = v/tang|w, 

A — y/^tangŸ, B = y/-^< 
par suite, les racines de l’équation (1) sont 
j y/-j^(ung7 + cot7), 

I — ^ y/ (tang (j. 4- cot 7) ± ^ f y' — (tang y — cot <p) , 


V- 


—P 

3 


et 


Vt — 

^ - ±1 ^ — P rot 2y. 


sin 2 y sin 2 y 

On pourra calculer par les Tables , à l’aide de ces formules , 
la racine réelle , ainsi que le coefficient de i dans les racines 
imaginaires. 

2". Soit P > O. On posera 


\/-=- 
, V 27 2 


tang '<> 
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il vient alors 


— q cos‘ ■j w 


_.y y, '/ 

V 2 2 cos w V " 

y 9 . 2 cos A> V 

\/l 


ou , en remplaçant q par 


tangw 


Calculant comme précédemment un angle auxiliaire çp, 
tel que 

) 

tangv = \/tang|<ü, 

il vient 

A = y/^tangŸ, B= — y/^col,., 
et les racines de l'équation (i) sont 
y/^(tangv - cotv), 

^ — cotip)±i^(langv-t- colv)i 

OU 

alÆcotaip et — \ col 2? ±i 
V 3 ^ y 3 ^ sin2f 

Expressions des puissances du sinus et du cosinus d’un 
arc en fonction linéaire des sinus et cosinus dos mul- 
tiples de cet arc. 


210 . Soient 

cos a 4- » sin fl = H , 


on a 


2 cos a — Il V, 


cos fl — i sin« = c; 
2 /■ sin fl = « — 
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ft, par suite, 

2 " COS" a = (« p)" , (a /■ )" sin" o = (u — p)", 

ou , en développant , 

(i) 2 "cos“a = n” -H - k"-‘p 4 - - i a"-’p= + 

I 1.2 ’ 

(a) (2/)"sin"fl = «" — -/(“-'p -f- ? ) „n-i ,,i . 

1 1.2 

Occupons-nous d'abord de l’équation ( i ) . Si n est pair, 
le second membre de l’équation (i) renferme un terme 
du milieu, et, en groupant ensemble les termes également 
éloignés des extrêmes, il vient 



/a \ 

a (a — I ) . 

.. --f-3 

\’- / 


[n \ 

I .2. . 



2" cos“a = («" p") -I- - tfp(a"-' p«->) 4- . . 

/t(/i-i).., 

2 'i ' ' 

« V («'4-p’)-f. 


n 

1 . 2 ...- 

2 


Si 'Il est impair, le second membre a un nombre pair de 
termes, et, en groupant comme précédemment les termes 
également distants des extrêmes, il vient 

2" COS" a = (tt" 4- p") -H - tti’ -t- «>*“’) -f- îi II' p’ 4- p"-‘ ) 4- . . . 

I 12' 


a (a — r) . . 

ja4-3\ 


\ 2 / 


1 . 2 . 


n — I 


« ^ <'’*(// -t-v). 


D’ailleurs uv = i et u"‘ -t- ('"* = 2 cos ma ; on a donc , si n 
est pair, 

2"“' ros" a = cos na - cos(« — 2) « 4 - . . . • 


(3) ( n(a — 1 )... (-4-3 

H -, — ^ ^ COS 2 a -f 




(î 4 -.) , 

. — t ‘ 

n 7. 

1.2...- 
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et, si M est impair, 

I " / , I /I 

I 2"-'cos"« = COS «a H — cos(fl — 2)« 4- — ^ cos(a — 4 )" “•"••• 


( 4 ) 


.( 1 ^) 


COS^. 


1 . 2 ...- 


Occupons-nous maintenant de l’équation (2). Si n est 
pair, le second membre renferme un nombre impair de 
termes; les termes également distants des extrêmes ont le 
même signe, et, en les groupant ensemble, il vient 

n 

2"( — i)^sin"« = — o*~^) h- ^ — .. . 



(n \ 

7 l(/I— l).. 
-I-. 

(5+4 


1 .2. , 
ou 






n 

I 2 . - 

2 


(5) 


, JX , n , . n(n — i) , f\ 

2"“'( — I ) sin"«= cos na cos (rt — 2)a-J cos (/? -tA « — ... 

i ^ ' I ' ^ 1.2 ' 


-(î— ) 


— ~ COS 2 zn. a 


n 

ï . a. . . ~ 

2 


Si w est impair, le second membre de Téquation (a) 
renferme un nombre pair de termes, et les termes égale- 
ment distants des extrêmes sont de signes contraires ; en les 
groupant ensemble , il vient 

n — I 

2"( — i) isin"« = («"— p^*) — ... 

, , /«+3\ 

n[n — i) . . I l » — ' " — ' 

-+- ^ — n ^ (> * (« — i>). 

n — I 

1.2... 
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On a d’ailleurs 
donc 


tt" — i>" = 2 i sin ma ; 


207 


2"“'(— il sin"^ — sin na — - sin (/i — 2) ^ sin (n — 4 ) « - ••• 



On voit que cos"<ï s'exprime, dans tous les cas, par une 
foncliou linéaire des cosinus des multiples de a, et que 
sin" a s’exprime pareillement en fonction des cosinus , ou 
en fonction des sinus dés multiples de l’arc a , suivant que 
n est pair ou impair. , 


Développements du sinus et du cosinus d’un arc en séries 
ordonnées suivant les puissances de Varc. 

21 1. Les formules ( 1 ) du n" 187 peuvent s'écrire de la manière 
suivante : 


cos ma = cos" a 


sin ma = cos" a 


m im — I ) 

I i lang^ a -H . - 

I . 

m [ta — 1 ). . [m — 2 /» - 1 - 1 ) 


I 

’-/j=pR„ I 

m m (m — 0 (»i — 2 ) I 

-tango i -'tangr’o+... I 

mim — 1 ). . (w — 2 «) ,, I 

,.2...(2o + .y- •“'*8 " ^ ‘'ï- J 


en posant 


m. ..(m — P — I ) 
1 . 2 . . 


tang a 


ou , pour abi-éger, * 


m . ,.{m — P — 3) 
I . 2 . . .(/^ + 4 ) 


tangf*^ O + . . 


— Up — Up^f 4- Up^3 .... 

R,, et R,»^.i mesurent les erreurs que l’on commet, en négligeant 
les puissances de tang a supérieures à la (20 -H i)""* dans les va- 
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, , cosw/« sin ma i ■ . • , 

leurs de et : nous allons chercher a assigner les li- 

eos” rt cos" a 

mites de ces erreurs, en supposant l’arc a compris entre o et 
c’est-à-«lire lang a < i . On a ' 

«.H-, [m ~p — -2) {m — p—?>) 

'V ~ (Z' -1-3 )(/>-)- 4) 

(/^-h5)(// + 6) 8"’ 

etc. ; 

et l’on voit que, si la première de ces fractions est moindre que i , 
les autres seront aussi, à fortiori, moindres que t; par consé- 
quent les termes de R^, dont le nombre est limité, iront en dé- 
croissant. Or on peut écrire 

Rp U P > ttp.,.,) » 

donc R^ <; Up , 

et, en désignant par Ç une fonction compris* entre o et i, on a 

R^ = Ç ; / 

la seule condition à remplir est ' •• • 

(m — P — a) (m — p — 3) ^ ' 

-p- 5 -r- ^ — Ç- tang’ a i 

(/'-•- 3) (z' -1-4) 

Si cette inégalité est satisfaite pour p = 7.n,'e]\e le sera, à 
fortiori, pour /j = an + i ; les équations (i) peuvent donc 
s’écrire comme il suit : 

m {m — I ) 

I i tang’ o -f- . . . 


_ ;_t_ni{ni — — 2n-t-i) 

cos ma = cos" a < ± i 

I . 2 . . ; 2 n 

f ^fn{m — I ) . . . (m — 2 n — t ) 

I . 2 . . .(an 2 ) 


tang’" a 


tang’ 


m m[m — i)(m — 2 ) 

-- tang a ! tang- a 

■ . _ — I ) . . . (nt — 2 n) 

f sin ma = cos" a ( db — — : — — — — ; — - tang-""’'' a 


. 2 . . .(an-t- r) 

f ^m(m — I ) . . .[m — 211- 

I . 2 . . .( 2 // -I- 3) 


-tang’"'''’ Il 
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en désignant par 0 et > les deux fractions moindres que i aux- 
quellt*s se réduit Ç pour = 2 « et /,> = 2 « -(- i . 

Dans les seconds membres de ces équations, le nombre des 
termes ne dépend pas de m , et peut rester le même quand on fait 
varier «I , pourvu que le nombre n satisfasse toujours à l’inégalité 

(/« — 2« — 2)(»i — in — 3 ) 


(3) 


tang’ « I . 


(2/1 “t” 3 j( 2 /l “t~ 4 ) 

SIS. Les formules (2) vont nous conduire aisément aux dé- 
veloppements de cos X et de sin x en séries ordonnées suivant 

les puissances de x. Posons , en effet , ma = x , d’où /n = - , on 

a 

peut écrire les équations. (2) comme il suit : 
r x(x — a) / tang a) 


I .2 






a f 


( 4 ) 


1 . 


_^.r (x — a). . .(x — 2 na -k- a) ! tang aV* 

I . 2 ... 2 a \ a J 

x[x — fl) ... (x — 2 flrt — fl) / tang fl\ 

• \-ir) ’ 


X /tang fl\ 

I \ « / 


1 . 2 . . . (2 « -t- 2) 

X (x — — 2 


. 2.3 


I. fl) l' tang « y ^ 


X (x — fl) . . (x — 2 na) I tang «'^ 
I . 2 . . . (2 fl I ) 

X (x — a). . ,[x — 2 na 


|'mng«y 

2fl) / tang ■ 

-'V— ) •’ - ; 


1 . 2 . . . (2 n -f- 3 ) 
et l’inégalité de condition ( 3 ) devient 

(x — 2 flrt — 2fl)(x — 2flfl — 3 fl) /tang fl V 

' ^ (2fl -(- 3) (2 a 4- 4 ) \ " / 

Supposons maintenant que a étant un nombre aussi grand que 
l’on voudra, mais invariable, on fasse augmenter indéfiniment 
l’entier ni , de manière que le prwhnt ma x reste constant ; on 
tang a 


aura à la limite n = o. 


1 , et si l’on admet , pour un 


.4 
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JT 

moment, que la limite de cos" — i pour m = oc , est l’imité, les 

m 

équations (4) deviennent 


cos X = ] ■ 


-4- 


rc 5 


I .2 1 . 2 . 3. 4 ' ■ 


I . 2 ... 2 n 


m 


1 . 2 . . . (a « -f- 2) 


X X 

Jsin xz= ^ -f 


1.2.3 1.2.3 4-5 I.2...(2«+l) 


1.2. ..(2/t + 3) " 
d’ailleurs l’inégalité de condition (5) se réduit à 


(7) 


(2« -t- 3) (2 /! +4) 


<■ 


Les équations (6), où 9 et >. désignent toujours des fractions 
comprises entre o et i , ont lieu pour toutes les valeurs de n qui 
satisfont à la condition {7). 

Supposons maintenant (pie l’entier n augmente indéfiniment; 
les fractions 


j.ln+3 XXX X ‘ 

I 2 ... ( 2 « + 2 ) I 2 3 2n-t-2 

x’ XX X 

I.2...(2«-t-3) I 2 2/2 -t-3 

ont pour limite zéro, car ce sont dés produits dont les factenis 
plus grands que i sont en nombre limité , tandis cpie le nombre de 
ceu.x qui sont inférieurs îi 1, et même à telle fraction que l’on 
voudra, peut devenir plus grand que tout nombre donné: on 
peut donc écrire 



f 

cos .r I ■ 

X 

sm X = - 

I 


•r’ x' 

1.2'^ 1 . 2 . 3. 4 


•c'* 

i.2.3~^I.2.3.4.5 


Ce sont les séries que nous voulons obtenir; elles sont comprises 
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dans les formules (6), qui font connaître en itiémc temps les resti's 
deces séries , c’ost-à-dirc les erreurs que l’on commet en s’arrêtant 
à un terme quelconque. Comme ces restes ont |)our limite zéro, 
quand le nombre des termes que l'on prend augmente indéfini- 
ment, on peut conclure que les séries (fij sont converguntef pour 
toute valeur de x. 

215. Il nous reste à prouver un fait que nous avons admis, 

JC 

c'est que la limite de cos'* — t lorsipie l’entier m augmente in- 
définiment , est l’unité. On a (n”81) 

.r ■ . ‘..r ’ 

. cos — > I f 

m O 


et 


X / .r' \ 

coS" — ^ I I >-1 

m \ 2 / h ’ / 2 m 


or je dis que, si m est suffisamment grand, chaque terme du 
second membre est moindre en valeur absolue que le précé- 
dent. En effet, du terme qui en a avant lui, on déduit le sui- 

ftt — M I / l}\ 

vant, en le multipliant r»ar — ou ( i — ■— j 1 

/> -)- I 2W’ 2 771 \ m j P \ 

fraction qui peut devenir moindre que tout nombre donné; donc, 
en écrivant l’inégalité précédente comme il suit : 

^ j: x’ !m[m — i ) 'a-' m [m — i ) {m — 2 ) .r' \ 

m 2 771 \ 12 4"'* I 2.3 8777 ''/ 

JC , 

on voit que cos" — est plus grand que i ^ — augmenté d’ilnc 

suite de nombres positifs, par conséquent. 


X X- 

cos” — > I 

777 2 771 

D’après cela, cos'" — est compris entre i et i 

777 2 777 

nombre est 1 pour 777 = co , donc 


re dernw'i 


lim cos'” — = 1 , pour 


: X . 


ce tpi'il fallait démontrer. 
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214. Les développements qui précèdent permettent de consi- 
dérer les fonctions sin x et cos x sous un point de vue beaucoup 
plus général que celui sons lequel nous les avons envisagées jus- 
qu’ici. On voit, en effet, qtie si l’on définit ces fonctions comme 
étant les limites des séries convergentes 

X x’ x^ x‘ 

1 1.2.3”*”’’ ' _2”*”i.2.3.4 

on pourra attribuer à la variable x des valeurs imaginaires; ce qui 
jusqu’ici n’eût présenté aucun sens; on voit d’ailleurs aisément 
que les séries (8) ne ce.ssent pas d’étre convergentes , quand x dé- 
signe une expression imaginaire p (cos w -t- i sinu) [* ]. 

Toute relation entre les sinus et cosinus de plusieurs arcs , 
comme, par exemple, 

cos (x y) = coS X cos_>' — sin x sin/, 
sin (x -H/) = sin X cos/ -H cos X sin/ , 

continuera d’avoir lieu , si x et / désignent des expressions ima- 
ginaires; en effet, si l’on remplace les sinus et cosinus par les 
séries qui les représentent, les deux membres de chacune de ces 
relations seront identiquement égaux , et l'identité ne cessera pas 
d’avoir lieu lorstjue x et /, au lieu d’être des nombres réels , dé- 
signeront des expressions imaginaires. 

Formules pour la construction des Tables de loganilimes 
des fort étions circulaires . 

2I8.' TnÉoniME. — L’équation sin x = o, c'est-à-dire 
X x’ X* 

0= O / 

I 1.2.3 1.2. O. 4 . O 

n’a aucune racine imaginaire. 

Supposons , en effet , que l’on ait 

sin (fl -1- bi) = O, 

[*] Une série dont les termes sont imaginaires est convei^ente , lorsque 
les parties réelles de scs termes forment tinc série convergente, ainsi que 
les coefficients do i. 
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2 i 3 


OU 

(') 

un a 


sin a cos bi + cos a sin bi = o ; 


sin lii =: / I t< H ,—/■—? -(-••• P 

\ 1.2.3 1.2.3.4-U / 


cos == I -+- 


I . 2 I . 2 . 3 . 4 ’ 

et l’cquation (■) se décompose dans les deux suivantes ; 

b' b' \ 

1 5—^ + . . . I = o , 

1.2 1.2 3.5 / 

/ b^ \ 

cosa I é H 5 H 5— 7— ? -+-• . • ) == o- 

\ I 2.3 1.2. 3. 4-5 / 

La première exige que sin a soit nul, car le deuxième fadeur 
ne peut être nul pour une valeur réelle de 6 ; et la séconde équa- 
tion ne peut alors être satisfaite (jiie pour b = o.'Le théorème est 
ainsi démontré. 

CoaoLLAiRE. — L‘é(f nation cos x-=.o n’a pas non plus de racine 
imaginaire, car cos x n 'est autre chose que sin — x^ • 

ÎS 16 . Considérons les équations 

X x’ 

= 0, 


sin <7 I -f- 


I 1.2.3 


1 . 2 . . . (2 n 4- I ) 

, X’ 


1.2 I . 2 . . . 2 /? 

désignons par a, , a, ,..., les 2n racines de la première autres 
que zéro, et par b , , b,,..., les 2/1 racines de la seconde, on 
aura identiquement 

X x^ . x’""''' 

— . , ~~T~ 

I 1.2.3 • 1 .2. . .(2// 4- 1) 

='(■-:) (-^)-(-£ 

x’ , x’“ 

1 . .± 

1.2 I . 2 ... 2 /I 
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Ces identités ayant lieu (jiiel que soit n, on peut admettre 
qu'elles ont lieu encore pour n = qd •• alors les premiers nienibres 
se réduisent à sinx et cos.r. I,es racines de sin.r = o sont 


±îT, ±27 t, •diSff, de...-, 

celles de cos x = o sont 

. TT .377 5r , 


on a donc 


(■) 


COS 




Prenons les logarithmes, dans un système quelconque au mo- 
dule M, des deux membres de ces équations, on aura 

|logstnx=:logx-Mog(,-J) 4 -log(.-^)-Mog(.-^ 

Ilogcosx = log(.-^) +log(.-i^j -Hlog(,-^) 


ou, en posant x = 


. /« TT TT 

log sin = log - -t- log ;« — log n 


j + '“g ( > - ^) + '«g ( - + '“g ( - ^ ) 

logco»^ 7= log - 5) + log + log ( . - 

Enfin, en faisant usage de la série connue 

log I — z) = — M ~ + "3 ■*" • • • j ’ 
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ef qui esl convergente tant que z est i , on a 


( 4 ) 


UITZ 

7.n 


log cos 


?. « 


: logî 

H- \o^m — log « 

/«• M 

/ ï 1 I 1 

n’ i 


m' M 

/ I 1 I I 

n' 2 


M 

/I 1 I I 

n” 3 

i T" 4' 6» 8* 

— etc. 


/«’M 

fl t 1 I 

I 


m‘ M 

fl 1 I I 

— 

( — “h n”. H- ^ -f- — 7 . 

■ n' 2 

\i* 3* 5* 7* 

lit * M 

/ I ï I I 

~ 


— etc. 



C’est à l’aide de ces formules (4) que les Tables de Callet ont 
été construites. 


Questions proposées. 


I. Démoulrer que, si n est un nombre impair, on a, 
quel que soit «, 



2. Démontrer que la somme des puissances n des dis- 
tances d’un point aux sommets d’un polygone régulier 
de m côtés ne dépend que de la distance du point au centre 
du polygone. 


FIN'. 




608^ "é 9 
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CINQUIEME BiMTioK, iSjq. (Ouvrage adopte par l’Univcrsiie.) 7 fr. 5 o c. 

BEZOUT. TRAITE D’ARITHMETIQUE, à l’nsage delà Marine et de P,Ariil- 
Iciic, avec des Notes fort étendues et des Tables de Logarithmes, pour les Elèves 


3 uiscMleft(ineuth PÉcole PolyicchnÎJ|uc ; par A.-A-L. Ketraud, cx-cxaniinaicuf 
esCaodiüalsiirËcoleFoJytecli., etc., ao« cdii. elcrcot. , Sfr.^c. 

Le tttA te pur se vend scparenintt, i fr. 

— Le même y «aivi de^ tables tics poids et mesures et de tables de iogarillimes, de- 
puis I jusqu’À 10,000; i fr. 5 o c. 

Les Notes SC vfiideni aussi séparément a fr. 5 « c. 

— Ai,(;Èmu*; et ApplicoLon de cette science il la Géométrie; iinaveUr édition , 
rcyue et augmentée «c N‘*.lcs fort étendues par A.-A.-L. Retnaou, ox-Kxa* 
ininatcur des Candidats à 1 É^'ole Polyteebuique, etc. , in-8. , 7 Ir* 5 o r. 

Le texte pur se vend séparéiiienc , 4 f** • 

Les Noifs SC vendent aussi séparément, 4 f*”* 5 <» o. 

GÉOMÉ TRiE contenant la Trigonométrie rectiligne et la 'rrigonuniéii ic 
«)hcrM|uc; suivtedes théorèmes et problèmes sur la Géométrie; des élémens de 
Génmetrrc descriptive, etc., par Rets AUD, io« édit, avec aS pl., iS^S, 7fr.5or. 
Le tes'/e ;7ur se vend séparément, ^ 4 l**» 

Les Notes se .vendent aussi séparément, 4 f*"' 5 o c. 

traité de WAVIGA riON, nouvelle édition, revue cl aiigni. de Notes, et 
d*nnc Section supplémentaire oü l'on donne la manièi'c de faire les C.ilcnU des 
Observations avec de nmivcilcs Tables qui les facilitent; par de Uossid; 


I vol. iii-H., avec 10 pluncbcs, 


7 


COU RS DE PHYSIQUE professé l’École Polytechnique, par M. Lamé , niembte 
<lc Plnslitnt, etc. : secoiidf* édiiipn, 3 volumes in-8. , i 84 o, 

DIDIEZ. PEPIT COURS ÉLÉMENTAIRE D’ARITHMÉTIQUE théorique 
et praiûpie h l'usage des commençants: in*i8, 1 fi. 

HAUY(/^i&6«). TRAITÉ ELEMENTAIRE DE PHYSIQUE, adopté par le 
Conseil de PInstriiciion publique pour Penscigncntcnl dans les Collèges; 
troisième éçliiion considérablement .ansinentée, 1 vol. in-8.,arec 19 pl., 10 Ir. 
MONGE. GÉOMÉTRIE/ DKSCRIP'I’IV E, 7» édition , augmentée d’une ihcorie 
des Ombres et de la Perspective, extraite des papiers de l’Auteur; par 
M.BRISSON,oncien Elève de PEcolc Polytechnique, Ingénieur eu chef des Ponts 
etChaussées; 1 vol. in«4«» avec 38 planrhes, 1847. 13 Ir. 

()iiel que soit le mérite des ouvrages qui ont été publiés sur la Géométrie, aaeuh 
ne porte cette Imiiière que cet illustre savant répandait si habilement dans ses leçon» 
Ou aime h y retrouver 1 rs éclairs de génie que Pauicnr distribuait avec tant d’art 
d.ins ses discours, et qui éh'ctrisaieni son .auditoire. « En rcmoniant dans le passé, [e 
w cn>is entendre, dit M. Francatur, la voix de Monge, lorsqu'il me lu conipremire 
M les premières notions des arts (ju'll avait assujettis h sa nouvelle doctrine. Je 
» voyais les voûtes de pierre s'édiücr sous ses mains, les charpentes se dresser et 
» s’assembler h sou oedre dans leurs justes proportions, les ombres se distribuer 

w sa voix sur les corps mis en nerspeciive et ces sublimes leçons, je les re- 

» trouve dans le 'l'aAiTB de GéoMÉraiE tiEscMrTtvR, Pun «les plus heanx titres 
M que ce savant, aussi estimable que modeste, ait à la recoiinaissatice «les bomnics 
» industiieux. m 


— APPLICATION DE L’ANALYSE A LA GÉOMÉTRIE, h Pusage de 
PEcoIe Polytechnique, in «4 > 5 * édit., revue, corrig. et annotée par M. Liuo ville, 
membre de l’Institut. 3 G IV. 

TRAITE ELEMENTAIRE DE STATIQUE 8« é.L, 184.';, vol. in^., 4 h. 

♦ LEROY (Professeur à PEcoIe Polytechnique). COURS DE l/ECOLE PüLY- 
PECHNIQUE. — ANALYSE APPLIQUEE A LA GÉOMÉPRIE DES 
TROIS DIMENSIONS, comenam les surfaces du 3* ordre, avec la théorie géné- 
rale des sorfaces conrbes et des ligues è double courbure; 3 * édit. , revue, corri- 
gée et augmentée, in- 8 ., 1843. 5 fr. 

POINSOT, membre de Plnsiitnt. ÉLÉMENS DE STATIQUE , adomés pour 
l’Instruction ptibÜqac, suivis dcqnnirc Mémoires sur lacomposition des Moments 
et des Aires, sur le plan invariabmdn Système du monde, sur la théorie générale 
de l’équilibre cl «lu moavementdcs systèmes , et sur une théorie nouvelle de l.i ro- 
tation des corps; in-S., qe eiRt. avec pl. , 1848 , 6 Ir. 5 o c. 

COURS D’ANALYSE t)E L’ECOLE POLYTECHNIQUE; p.irM. Duhamel, 
membre de l’Académie des ^iences, Directeur des études h PEcoIe Polytccb- 
niqur, 3^ édition; 3 vol. in- 8 ., ï 8 { 7 , loir. 

COURS DE MECANIQUE de Phcole polytechnique, par le même i 3 vol. 
in-8 i 845 “t 846 - 11 D 

ELEMENTS DE TRIGONOMETRIE REC'I’IUGNE ET SPHERIQUE, par 

MM. Dblisle, examinateur d'adinissiou h l’Ecole navale, prolVss. «le jiiathém. 
spéciales au College Sl-Louis, et Gexono, prof, de mathéiu.; a® é«lllion, in- 8 ., 
*843. 31 . Soc. 


( 4 ) 


•avr«c«« du lii»ran REVIVAU 0 , ex-exi»mln»teav 
deH C'andldatii de l’École Polyteclmlque, d* l’École 
■pëelale ÏTIilItMlre , etc* 

-ARrritMÉTlQUE, ii TnsAge dei Élèvct qui fcdesiinenl I*HcoIc Vnlytecli- 

aiqae e( à PEcole miliuirc ; ^ 4 * édition, aogmemce d'une Table des Log.iritlimes 
des nombres entiers, depuis nu jnsqu'Ik dix mille , l ¥ol.in>8., 1846, 5 (r. 

— — ÉLF-MKN.S D’ALGEHKE, h l’asape des qui sc destinent I» l’École 

Polyiecliniqnc el.?i l'École spéciale militaire; 1 vol, in-8,, io*e'dit., 5 Ir. 

TKIGOINOMÉTRIE ftKCnur.TVE K! SPHEHJQUE; 3 * editimi, suivie 

des TABLES DES LOGARITHMES des nomiires et des lignes trigoimme* 
triques de LALANDE, in-iS, avec figures, 1818. 3 fr. 

Les TABLES DE LOGARITHMES de LALA^DEscuJes, sans la 7 'rigonDnic* 
trie, se vendent séparément , 1 

-COURS ÉLÉMENTAIRE DE MATHÉMATIQUES, DE PHYSIQUE 

ET DE CHIMIE, sntVi de quelques notions d’ Astronomie , M'naage des clevcs 
qui SC destiocnl h subir les examens pour le BaccuLuieat ès lettres; 
a vol, in*8, avec ai pl., iSjJct ibSg, i 5 fr. 

Ce Cours est entièrement conforme au programme qni a ètè publie’ par ordie de 

l’Uuiversité, dans le Manuel pour le Baccalaurèal ès lettres. 

Le tome i«^, contenant l’Aritbmètique, l'Algèbre, la Géométrie cl laTiigono- 
métrie, quATKlksiE Éditiom, 1844 * séparément 7 fr. 5 o c. 

■ ET DUHAMEL. Problèmes et OéTcloppemc-ns sur diverses parties cies Mailié^ 
maiiqnes, in-8., i 8 î 3 , avec 11 }>lanches, 7 fr. 

— MAlNLIELdeI’IncénicurduCa*iasirc;parMM.PommièsciReynaud,in- 4 *» ï5fr. 

— TRAITÉ DE TRlGOISÜMEl RlEdeLagrivc , avec les INotesdo Rcynand, 
in- , 7 fr, 

NOI ES SUR L'ARITHMÉTIQUE .leBEz oüT, i(>*v< 1 .ia- 8 ., i 83 g, i fr. Soc. 

SUR LA (iEQMÉTRIE, in-S. , io« cslii. , i 838 , 4 fr. 5 o c. 

— — '■ SUR L’ALGÈBRE cl Application «le l’Algèbre ii la Géonn-lrie, in-S., 

7*è(lii,, 1834, 4 fr. 5 i>c. 

THÉORÈMES ET PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE , suivis de la iliéorie 

des Plans et des préliminaires de la Géométrie descriptive, coiiipreuant la partie 
exigée pour l’admission à l’Ecole Polvt.; in« édit. in*8. , i 838 , avecxi pl. 5 fr. 

PEITT TRAI'IÉ ÉLÉMENTAIRE D’ARITHMETIQUE, suivi de no- 
tions de Géoroéiric et de Physique,! parties en un vol. in*]! , i 835 . 3 fr. 5 u c. 

NICOLLKT ET GERÜNO. COURS DÉ, MATHÉMATIQUES, i 

l’usage des Écoles de Mariiieet des Aspirans h ces Ecoles; 3 vol. ia-8. 

I*' vol. Arithmétique et Algèbre, par M. Reynaud (épuisé.) 

!* vol. Géométrie çt Trigonométrie , par M. Nicollvt. 2 ^’’* 

3 * vol. Sialique et Équilibre des machines, par M. Gerono. o fr. 


garnie^* TRATTÊ D’ARITHMÉTIQUE, ae edii., in-8.,, i8o8, a fr. 5 o c. 

ÉLÉMENS D'ALGÈBRE, h l’usage des Aspirans è l’École Polytechnique; 

3* édit. , in-8. , ^8i I , revue , corrigée ctaugnientée , u fc. 

Suitede CCS Éiémens, !c partie , ANALYSE ALGÉBRIQUE, nouv. édit., 

coDsidérahlcmentangiDcDiéc. in-8., i 8 i 4 , 7 fr. 5 oc« . 

— - GEOMETRIE ANALYTIQUE, ou Application de l’Algèbre à la Géométrie; 
secopde, édition, revue et augn^entéc, i vol. in-8., avec i 4 planches, iSi 3 , ^^fr. 

ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE, conimantlcsdcuxTrigonométrics, les Elé- 
mens de la Polygonométriect du levé des Plans, et i’Introductioo à la Géométrie 
descriotive; i vol. in-8. , avec planches, iSia, 5 fr. 

LEÇONS DE STATIQUE, À rusagcdesAspiransàl’École Polytechnique; 

X vol. in-8, avec il planches, i8f i , 5 fr. 

-r— LEÇONS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL; 3 « cdiiion, i vol. in-8-, avec 

4 pl., i8ii, , 7 fr. 

LEÇONS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INT’EGRAL; avol.in-8.,* 

avec 4 pLocl'CS, >8ii et i8ia , i4 fr. 

TRISECTION DE L’ANGLE, suivie «le Recbercbcs anal,ti«)aes sur 

te Ofalme s«ijel; in-S., iSvg, a fr. So.c. 


GAANIER. DlSCUSSlOI'j DES RACINES desÉqaaüon«determinéct cia premier 
degré À piusiears inconnaet, ei élimination entre deax équations de degrés c|neN 
conques à denx inconnnes; 2* édit. , vol. in*3., i fr. bo c. 

FRANC(EL)R, membre de rinstimt, Professeur de la Facnlié des Sciences, ex- 
Examinutrur de» Candidats de l’Ecole Polyiccliniqne, etc. CO^ES COMPLET 
DE MATHÉMATIQUES PURES, Ouvrage destiné aax Élèves des Écoles 
Normale et Polytccimiqiie, et aux Candidats qai se préparent à y être admis, 
etc.; ^sédition, revue et anenirniée , 2 vol. in>8. , avec tiçnres, 1837, i5 fr. 

URANOGRAPHIE ou TRAITÉ ELEMENTAIRE D’ASTRONOMIE, 

k l'usage des personnes peu versves dans les Mnthemntiq^ues, accompagné de 
planisphères ,eic. ; edit. , cunsitl. augni., dédiée k M. ARAGO; i vol. in-S. 
l83", avec pi 10 fr. 

IRATTE de STATIQ^UE, in-8, 3 fr. 

— ASTRONOMIÈ PRAliQUE, 2« édition, revue et augmentée; i vol. in-8., 
avec 5 pl., 1840* 8 fr. 

CLAIRAULT. ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE ît Pusage des écoles primaires; 
nouycllfj édition, i83o, in-8, 4 

■ - ÉLÉMENS D’ALGÈBRE , 6® édit., avec des Notes et des Additions très- 
étendues, par M* Garnier; précédé d’un Tnxité d'Arithmétlque par Tliéveneaii, 
et une Instruction snr les nouveuiix poids et mesures; 2*vol. in-8., 1801 , 10 fr. 

SUZANNE. DE LA MANIERE D’E'TUDIER LES MATHÉMATIQUES; 

3 gros vol. in-8., avec Ugnres. 

Première partie, PRECEPTES GÉNÉRAUX et ARITHMÉTIQUE; .c- 

coude édition , considérahlrmcnt augmentée, in-8., 6 fr. 

BOUCHARLAT, cx-Profe«seur de Mathématiques iranscrndantesanx tu'R- 

taircs, Di>ctcurcs Sciences, etc. ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFEREN TIEL 
cl de Calcul intégral, 6* édit., revue et aiigni., in-8. , avec pl., sous presse. 10 fr. 

^—THEORIE DES COURBF5ct des Surface» du second ordre, ou Traité mniplet 
tl’applicaiion de l’Alp'îbrc h la Géométrie ; 3* édit., revue, corrigée et aug. de Notes 
et des principes de la Trigoiioméliic reciilignc; vol. in- 8 ,aveci4pb» ^84.5, gfr. 

ÉLEMENS DE MÉCANIQUE, in*8., 3® édition, revue et augmentée, avec 

planches, i8|0. . 8 fr. 

SAURl. INSTITUTIONS MATHÉMATIQUES, scrvantd’introdnciion è un 
cours de philosophie à l’usage des Universités de France, 6® édit. , i835, 6 fr. 

LOUPOT, Professeur de Mathématiques au Collège de Nîmes. ÉLÉMENS 
D’ASTRONOMIE, è l’usage des personnes peu versées dans les Mathématiques , 
in-8^, avec planches, 1842, 5 Ir. 5o c. 

LA Vaux, chef d’institution primaire. TRAITÉ D’ARITHMETIQUE, h l’usage 
des Ecoles normales primaires, des Ecoles primaires supérieures et des pen- 
sions; in-8., 1845, 5 fr. 

Abrèpè do TRAITÉ D’ARITHMETIQUE, U’usage des École, primaire^ 

clémentaires ; in-i8, 1845, 1 fr. 

AMADIEU. NOTIONS ÉLÉMENTAIRESDEGÉOMÉTRIEDESCRIPTIVE 
exigées pour l’admission anx diverses Ec’olesilii Gouvcinemeni; in-8., t838,2f.5o. 

BAUDUSSON. I.E RAPPORTEUR EXACT, ou Tables de» cordes de ch.aquc 
angle, depnis une minnte pisqa’à cent qualro-vingts degrés, pour un rayon de 
mille parties égaies; 3® édition , i842,in*i8. * 2 fr. 

BRESSON.TRAITÉ ELEMENTAIRE DE MECANIQUEAPPLIQUEE AUX 
SCIENCES PHYSIQUES ET AUX ARTS, in-4., arec un aUa. de 18 plane, 
doubles, 1842, 2*» fr. 

BRIANCHON. MÉMOIRE snr les lignes du second ordre, 1817, in-8., 2 fr. 

CARNOT- RÉFLEXIONS SUR LA METAPHYSIQUE DU CALCUL IN- 
FINITESIMAL, in-8., 3® c<|it., i83q, .4 »r. 

C^Ti^LAN. ancien élève de l’École Polytechnique, répétiteur ladite École. 
ÉLÉMENTS DE GEOMETRIE; 2® tirage, in-i., avec 17 pl., iSJt, 5 fr. 5o c. 

CONDORCET. MOYENS D’APPRENDRE A COMPTER avec facilité; 3- éd., 
in-12 {sons presse) ^ , , , i fr. 5o c. 

COUR.S D’ARITHMÉTIQUE. DE GÉOMÉTRIE ET DE TRIGONOMÉ- 
TRIE, è l’usage des, .Sous-Officiers du Corps d’Ariillerie , adopté par M. le 
Ministre secrétaire d’Élat au département de la Guerre; in-i2. avec 6 planches, 
iBjo, 4fr. 

PÜnrECOU.LANT (de), ancien Élève de l’École Polytechnique, Colonel 
au corps a’Etai-Major,etc. THÉORIE ANALYTIQUE DU SYSTÈME DU 
MONDE, 4 vol. in-8, avec Suppléments, 1826, i83{ ci 184B, 


COÜKS Dû MATHÉMATIQUES , avec des ISoies ei do» Addi lion» par 
Petbard. GÉOMÉTRIE, 7» cdil. revue corrigtfc et augmentée, îK3a, in-R., efr. 

COUSIN. TRAITE DU CALCUL DIFFERENTIEL ET INTÉGRAL, a vol, 
iii-4., G pl., . . Il fr. 

TRATlj: ELEMraTAIRE DE L’ANALYSE MATHEMATIQUE 

ou D’ALGÈBRE, in-8. , 4 fr. 

D’ABREU. PRINCIPES MATHEMATIQUESdefeaJoseph-AnastasedaCunha, 
Ptofcjseur ÎJ l’Univertite de Coïmbre (roiuprcnanc ceux de l’Arithmétique, de 
la Géométrie, de l’Algèhre, de »on Application & la Géométrie, et du Calcul dif- 
féreuiiel et intégral, traités d’une manière entièrement nouvelle) , traduit littéra- 
lement du poringai»; in-8.. l8lG, G Ir, 

mniEZ. COURS CpMPUET DE GÉOME'fRIE, Hiviic cii quatre partie,, 
partie. Geometric plane , section (.Ovnicntairef tn*R., 7 fr. 

DUROURGUET. TKAITES E.î.ÉMElNTAIRES DE CALCUL DIFEÉRfeN- 
TIEL ET DE CALCUL INTEGRAL, a voJ. in-8, 1810 et 181 1 , 16 fr. 

DUPIN (Charles ). GEOMETRIE ET MÉCANIQUE DES ARTS ET MÉ- 
TIERS ET DES BEAUX-ARTS, Cours RomuAt. & Putage clés onrriers 
et (les artistes, des sous-chefs et des chefs d'ateliers et de manufactures: 3 vol. 
in-8., 183G. 18 fr. 

Les volumes sevemlent séparément: ^ 

volume. GÉOMÉTRIE, ou des Formes necessaires It Plmliutiie, G fc. 
•1^* volume. MACHIFMES ELEMENTAIRES necessaires è Plnduatric, G Ir. 
in* volume. FORCES MOTRICES necessaires Ik rindtistrie, C fr. 

JOURNAL DE L’ÉCOLE POLYTECHNIQUE, par MM. Lagrange, Laplace, 
Monge, Prony, Foiircroj, Berthollet, Vauquelin, Lacroix , Hachette, Poisson, 
Sganzin, Guyton-Morvean, Barruel, Legendre, Haûv, Malus, Ampère, Bipt, 
Cauchy, Liouville, etc \ 33 cahiers in-4.> avec des planches, 33o fr. 

Les cahiers diaprés se vendent séparément. 
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Parsuitede Padjudiention qui m'a cUc faite par le Domaine public, je suU seul 
possesseur de la totalité des exemplaires du Journal de VKcole Polytechnique. 

A partir du a3* cahier, j'imprime ce Journal pour mou compte:, la copie m'en est 
remise par M, le Directeur des Ktudes. 

EPURES DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE A L'USAGE DE L’ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE, contenant loa planches gravées iu-fol. (sans texte) , sur 
la Gèomctrie descriptive, la Charpente, la Coupe des pierres, Ja Perspective et 
les Ombres. Prix en feuilles, 19 fr. 

COLLECTION D'ÉPURES DE TOPOGRAPHIE A LUMIÈRE OBLIQUE, 

in-fol., .sans texte , G fr. Soc. 

DE TOPOGRAPHIE A LUMIERE DIRECTE in fol., sans texte, 

6 ir. 5o c* 

— ^Achines, 4 

EPUREDELAMACHINEAVAPEUR.af.avcclegcndc, i fr.55c. 

GASCHEAU. Gèomctrie descriptive , Traite des Surfaces réglées, in-8., a fr. 5o c. 
GIAMBONL ÉLEMENS D'ALGÈBRE, D’ARITHMÉTIQUE ET DE GÉO- 
MÉTRIE, ou l'Arithmétique et la Géométrie se tlédiiisam des premières notions 
de l'Algèbre, etc. , traduit de l'itglicn par Roux, de Genève^ a vol. in-8., n fr. 
HACHETTE. ex-Profasseiir h l'Ecole Polyicchnique. PROGRAMMES D’UN 
COURS DE PHYSIQUE, ou Précis des leçons sur les principaux phénomènes 
de la natore, et surqudqucs applications desMaChémaliques h la Physique, in-8., 
i8oq, 5fr. Soc. 

POULLE T-DELISLE . Profe^senr de Mathématiques. APPLICATION DE 
L'ALGÈBRE A LA GEOMETRIE, in-8., 180G, 5 fr. 


JL'VIGNY. MOYhM DESLFI’LKKR PAR L’ARITHMÉTIQUE A L’EMPLOI 

DE L’ALGEDUK dans les questions d’inleréts composes, d'annuités, d’amorlisse- 
inens, etc-, termine par une applicalinn spéciale du même procéilé h l'extinciinn 
de la dette piibliqne, in- 3 ., ^ fr 

LAGRAKCE. LEÇOKS SUR LE CALCUL DES FONCTIONS, in -i®! 

>8"R- ^ I 5 rr. 

— rRAlTË DE LA RÉSOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES ,ie 

tous les deprés, avec îles Wotes sur ptiisicnrs points de la Théorie des Equations 
‘alKebi.iqnes , 3 * édition, in-'i., i«a(), ’ , f, 

— THÉORIE DES FONCTIONS AlVALY l IQUES, troUièmë eJilion, rev..e 

par M. Sf»«et, itt- 4 -, 1847, 18 Ir. 

— TRAn É DE MÉCANIQUE ANALYTIQUE, édit., a vol. in- 4 ., in ft. 
LAPLACE. EXPOSI’TION DU SYSTEN^E DU MONDE, précédée de 

l’elogc <le Laplacc par Fouricr, G* édition, i 833 , in- 4 -, avec portrait, 18 fr. 

— Le même, a vol. in-8., i 835 . i.<; (> 

—ESSAI PHILOSOPHIQUE SUR LESPHOBABILITÉS,in-8.,Geéd.. iSJo.Sf! 
LEFEVRE, Géomètre en clicf du Cadastre. — ylùrêgé du Nouveau Traité de 

r Arpenta ffe, ou Guide pratique et mémoratif de /'Arpenteur, particnlière- 
raent destiné anx personnes qui n’onl point étudié fa Géométrie j contenant toutes 
les méthodes nécessaires pour l’Arpentace. le Levé des plans, l'.Yuiénagement 
lies Itofs, le Nivellement, le Toisé; suivi d’un nouveau mode d'oliserver les angles 
de triancniation. etc. ; t gros vol. in- ta, avec 18 pl.,dnnt une coloriée, 6 fr. Soc. 

MANUEL DU TRIGONOMETRÉ, servant de Guide aux jeunes ingénieuis 

qui SC destinent aux opérations géodésiques, suivi de diverses solutions de Géo- 
métrie pratique, de quelques Notes et de plusiciicsTabieaox, in-8., pl., 1810, 5 fr. 

APPLICATION DELAGÉOMÉ’I'RIE.’.lamcsnrcdcs lignes inaccïssibles 

et surfaces planes, etc., ou Lonsiplaninietr^e pratique, 5 Oe , iSa** 5 fr 

LETERRIKR. METHODE ET TABLE h I ’tisiige ries Géomètres . pour rap- 
porter sans le secours d’autres iiistrnincns que l’éclielle cl le compas, les angles 
observés avec le graplioniètrc et déduits de parallèles; in-i8., i fr, 

LIRES, Professenr de Phvsiqne an Lvcéc Charlemacne h Paris, etc. HISTOIRE 
PHILOSOPHIQUE DES PROGRES DE LA PHYSIQUE, 1 vol. in-8.,ao fr. 
TRAITE COMPLET ET ELÉMEN'I’AIRE DE PHYSIQUE, présenté 

dans on ordre nouveau , d’après les iléeoovertcs mixlernes; a'e édit., revue , corri- 
gée et consitlérablement augmentée, 3 vol. in-8.. avec Gg,, lSi 3 , i8 fr. 

LURPiE ( S.-F. ), Professenr h l'Université île Berlin. TRAITÉ ELEMENTAIRE 
DE CALCUL DIFFÉREN'riEL ET DE CALCUL INTEGRAL, traduit de 

l’allemand par M. Karlscher. in-8.. . " fr. 

MASCHERONI. PRORLEMES DE GÉOMÉTRIE, résolus de différentes ni., ■ 

nîèrcs, inulnil <ic l'italien, vol. in-H., a® édit., 3~jr5oc 

GEOME'rRIE DU COMPASV irailuit <ïe Tîtallcn par'M. Carette. 

Uibcier supérieur duocnie, êüit. , angrueutee d'une iMotice bingra* 

phiqnesnr l'ntuenr, ^ ; ^TTr. 

M AUDUl 1 Cb-CUNS ELÉlMENI ' AIHES D’ARUH.MEI ' IQUE, ou P rineme» 

tl'Analvse nninerinne. in-8., ibrej. | Tir” 

— ;UECONS UEGEUMEI'HIE l'HÉORIQUE El’ PHATIQUE. nouv. éd..' 

revue, coriigce et augmentée, a vol. in-t(., 1017, avec 17 pl., 10 fr. 

MULLE'l', cx-Uoyen (le la bacnltc des Scicn.-es de L«yon,etc. CNOMONIQUE 
GRAPHIQUE, ou Meiliode simple et tacilc pour iraecr les Caurans solaires sur 
toutes sortes de plans et sur les suriaces de la sphère, et du cylindre droit, 
sans aucun calcul, et en ne taisant usage que de la règle et du compas, suivie de la 
Gnonioniqne analytique, etc., édition, I vol. m-S.,avec pl., i 83 ". 3 fr. ,'Jo. 

MONTUCLA. histoire DES RECHERCHES sur la quadrature du Cercle, 
nouv. édit. donnée par M. S.-L. (Lacroix), dcl’Inst., i 8 . 3 o, in-8., pap. ün sat.,6 fr. 
MOUL’I’SON. ARITHMETIQUE DES CAMPAGNES à l’usage des écoles pri- 
maires, ouvrage adopte par le conseil do l’Université, in-ii, 1 fr, 

PIERRE (J.-L). EXERCICES SUR LA PHYSIQUE, ou recueil de Questions, 
de Problèmes et d’Éclaircisscmens , suc les diftérentes parties de cette science , 
avec 1rs solniions, 1 vol. in-8., 4 fr. 

PUISSANT. TRAITE DE GÉODÉSIE or EXPOSITION DES MÉTHODES 
TRIGONOMÉTRIQUES KF ASTRONOMIQUES APPLICABLES A Q 
MESURE DE LA TERRE El' A LA CONSTRUCTION DU CaNËVAS 
DESCARTESTUPUGRAPHIQUES, étiil., rmo cl aug., a vol. in-4., avec 
. i -'i; ■ 

REGNaui,T, Professenr de JVTatliematiqties. 'IRAIIE DE GhUME'lRlET 
comprenant les opérations graphiques et de nombreuses applications aux travaux 
d’art et lie construction , 1 vol. lU-b" , avec 11 plauclics , igja, 5 IrT 
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hlVARD. Tn.MTÉ DE LA SPHÈRE ET Dl) CAIÆTNDRJER j R* cilit. (taii* 

•iir la 6» «lonnce par M. Lalande ), rrruc et nagnientée de nolea et additions , par 
Puiisnnt ; t vol. in-8.. avec 3 pi. hien gravées, .i8.3r. .I fr. 

SIMOININ. TRAITE D’ARITHMEJ’IQLE DEClMAI.F., in-8., a fr. 5n 
SERRET(J.-A P»»'' l’admission à l'Ecole l’olyleclinlque.TR.4ITfi 

DE TUUiONONIETRlE, ip-8“ dea24 Pl^o^hes; i85o. 3 fr. .3o c. 

(;OlJR.S D’ALCiEHRE SU PERI EURE prolessë à la Faculté daa Sciences de Paris; 

in-8®, 1849 , avec Planche. 7 fr. 5o c. 

SFR VOIS Professeur aux Écoles d’Arlillerie. Essai sur un nouveau intxlc d’ex- 

nosiiion des PRI^C1PFJ> DE CALCUL DIFFÉRENTIEL , in-4. a fr. 5o c. 
SOULAS. LA LEVÉE DES PLANS El' L’ARPENTAGE RENDUS FA- 

ClLFiS , précèdes de notions èlèmcniaires de Trigonométrie rectiligne S l’usage 
des employés an Cadastre de la France, deuxième éilition, revue et coiricée, 
I vol. in-in. , i8ao, avec H planches , 3 fr. 

STAINVILLE. MELANGES D’ANALÏSE ALGÉBRIQUE ET DE 
GEOMPiTRlE , in.8., avec, pl., i8t5, ' fr^So c. 

TERQUEM, profe.sscnraux Écoles d’artillerie. FJCF.RCICES DE MaI'HÉMA- 
TIOUÈS ELF'MENTAIRES, 4 l’usage des collèges. et aspirants aux Ecoles 
'Militaire, Polytechnique, F’orestière et Navale. ARll H MEXIQUE et ALGI* BRF., 

THIERRY^’As . MÉTHODE GRAPHIQUE ET GEOMETRIQUE, ou LE 
DESSIN LINÉ.AIRE APPLIQUE AU.V ARTS en gcnéial.ct en particulier 
4 la projection des ombres, 4 la pratique de la coupe des pieries, 4 la pers- 
pective linéaire, et aux cinq orilrcs d’architecture; Ouvrage utile 4 tous les 
Artistes et Ouvrieis employés 4 la construction et 4 la décoration des éililices; 
anx Maçons, Tailleurs de Pierre, Alarbiicrs, Charpentiers, Serruriers, Menui- 
siers Peintres -Décorateurs, et géncralemeiil 4 tous ceux qui exercent des arts 
graphiqnes cl industriels ; x» édition, revue et corrigée par F.-C.-.M MaaiE, 
'professeur de Mathématiques et de Topographie. Grand in-8. oblong, avec 
5o nUnches, I.SÎ6, lofr..5oc. 

TREUIL. Professeur 4 l’École militaire de Saint-Cyr. ESSAI DE MATHÉMA- 
TIQUES, contenant quelques détails sur rArilhmélique, l'Algèbre, la Géométrie 
et la Statique, in-8.. ihtO, 1 fr. 

JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES, Recueil 
mensuel rie Mémoires sur les diverses parties des mathématiques; publié par J. 
Lioo VILLE. Il parait régulièrement un cahier chaque mois. 

Prixderabonnemcnt paran, 3o fr. 

El franc de port pour les déparlcmens, 35 fr. 

El pour l’étranger , 

A’o/n Ce journal a commence 4 paraître le i«r janvier 
ÉLÉMENTS DE CHIMIE EXPERIMENTALE ET THEORIQUE; par 
Mdxib, ancien élève de l’École Nornislc, etc. x vol. in 8., avec pl., |84.5, ta fr. 
LEÇONS DE CALCUL INTÉGRAL, rédigées d’ajn-ès les mélhrwles et les ou- 
vrages publiés ou inédits de M. A. -L. CsüCHT, parM. Moicao; tome 1, 

in-8®, 1841, 

GNOMONIQUE GRAPHIQUE ET ANALYTIQUE, ou l’Art de tracer les 
Cadrans solaires; par M. BoSia , officier d'artillerie; in-8., avec pl., 3 fr. Soc. 

MÉMOIRES DE PHYSIQUE MÉCANIQUE; parG. WEareEiu, vol. in-8., avot 
4 planches , 1848. . , . 10 fr. 

MEMOIRE SUR LES PROPRIÉTÉS MECANIQUES DU BOIS; par E. Ciie- 
vaxDiEa et G. Wertiieiu, in-8., avec planches, 1848. 4 f''* 

GUIDE DFIS CONSTRUCTEURS , on Teaité complet des coaxiissAHCEs 
TlIÉoaiqOES ET PRATIQUES RELATIVES AUX CoxSTaUCTIOnS , par M. B.-R. 
MicaAao ; x vol. grand in-8® sur jésus, avec Allas de 8(i planchrs; i847- 
Prix ( iM.ur Paris), , , 

ESQUISSE D’UN TRAITE DE LA REPUBLIQUE; parG. Lamé. In-8. 1848. x fr. 

Soas presse. 

"tRAlTÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE; par M. Cbasles,' professeurî,de 
Géomélrio supérieure 4 la Faculté des Sciences de Paris; in-8 avec planches. 
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